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５．２ ラーメン 

問１ 図１のラーメンで C点の水平変位を応力法で求めよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図２、図３のように基本構を定め、余力 11 =X を C点に作用させる。A点、C点から任意の距

離 xにある曲げモーメントは、 PxM x = 、 x
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問２ 図１のラーメンで D点の水平変位を応力法で求めよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図２、図３のように基本構を定め、余力 11 =X を D点に作用させる。A点、C点から任意の距

離 xにある曲げモーメントは、 PxM x = 、 x
l

Ph
M x = と xM x = 、 hM x = となる。よって D 点の水平

変位は  
EI

lPh

EI

Phx

l

h

EI

Px

EI

P
hdxx

l

Ph

EI
dxxPx

EI

lh
lh

D
2323

1
)()(

1 23

0

22

0

3

00
+=








⋅+








=⋅







+⋅= ∫∫δ  

 

 

 

 

 

 

P  

h  

l

A 

B C 

D 

④ 

② ③ 

図１ 

1=X  

P  

lPh  lPh  lh  lh  

x  

x  

x  

x  

A 

C 

A 

C 

図２ 基本構 図３ 余力 

P  1  

B 

D 

B 

D 

P  

h  

l

A 

B C 

D 

④ 

② ③ 

図１ 

1=X  

P  

lPh  lPh  

A 

C 

A 

C 

図２ 基本構 

図３ 余力 

P  1  
D D 

B B 

x  x  

x  x  



０５２仮想仕事 

 130 

問３ 図１のラーメンで A点の回転角を応力法で求めよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図２、図３のように基本構を定め、余力 11 =X を A点に作用させる。A点、C点から任意の距

離 xにある曲げモーメントは、 PxM x = 、 x
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問４ 図１のラーメンで B点の回転角を応力法で求めよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図２、図３のように基本構を定め、余力 11 =X を B 点に作用させる。C 点から任意の距離 xに

ある曲げモーメントは、 x
l
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M x = と x
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= となる。よって B点の回転角は 
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問５ 図１のラーメンで C点の回転角を応力法で求めよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図２、図３のように基本構を定め、余力 11 =X を C 点に作用させる。C 点から任意の距離 xに

ある曲げモーメントは、 x
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問６ 図１のラーメンで D点の回転角を応力法で求めよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図２、図３のように基本構を定め、余力 11 =X を C 点に作用させる。C 点から任意の距離 xに

ある曲げモーメントは、 x
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問７ 図１の３ピンラーメンの C点の鉛直変位を仮想仕事法で求めよ。部材は全て一様とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図１は正対称形であるから図２を解けばよい。図２より、A点と C点から x の距離にある曲げ

モーメントは、 0
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図３は仮想荷重を作用させた場合で、A点と C点から x の距離にある曲げモーメントは、 

0=−−=Σ xMM xo 、 xM x −= と 0=+=Σ xMM xo 、 xM x −= となる。 

よって C点の鉛直変位は、
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問８ 図１の３ピンラーメンの D点の水平変位を仮想仕事法で求めよ。部材は全て一様とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図１は逆対称形であるから図２を解けばよい。図２より、A点と C点から x の距離にある曲げ

モーメントは、 0
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図３は仮想荷重を作用させた場合で、A点と C点から x の距離にある曲げモーメントは、 

0=+−=Σ xMM xo 、 xM x = と 0=−=Σ xMM xo 、 xM x = となる。 

よって D点の水平変位は、
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問９ 図１の３ピンラーメンの C点の鉛直変位を仮想仕事法で求めよ。部材は全て一様とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図１は正対称形であるから図２を解けばよい。図２より、A点と C点から x の距離にある曲げ

モーメントは、 0
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図３は仮想荷重を作用させた場合で、A点と C点から x の距離にある曲げモーメントは、 

0=−−=Σ xMM xo 、 xM x −= と 0=+=Σ xMM xo 、 xM x −= となる。 

よって C点の鉛直変位は、
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問 10 図１のラーメンを応力法で解け。 

 

 

 

 

 

 

 

（解） 剛度 K、標準剛度 K0、剛比 k、断面２次モーメント I の関係を求める。まず K=kK0であるか

ら、K=IBC/l=2K0、K=ICD/h=3K0となり、IBC=2lK0、ICD=3hK0を得る。図２の基本構で、C 点から x の距

離にある曲げモーメントは PxM x = で、図３のように余力 11 =X を A点に作用させたときの B点と C

点から任意の距離 xにある曲げモーメントは、 xM x = 、 lM x = となる。 
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  lPhX 3/~1 − となる。 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図４ 

3/Ph  

3/2Ph  

lPh 3/  

B C 

③ 

A D 

l  

h  ① 

P  

② 

図１ 

h  

図３ 

1=X  l  

P  

図２ 

x  x  

x  

B C 

A D 

B 

C 

A D 



０５２仮想仕事 

 136 

問 11 仮想仕事法により A点の水平撓みδ と回転角θ を求めよ。ヤング係数を E 、断面２次モーメン

トを I とする。 

 

 

 

 

 

 

（解）図２から A点、B点から任意の点 xの距離にある曲げモーメントは次のようになる。 
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である。図４から A点、B点から任意の点 xの距離にある曲げモーメントは、それぞれ 

01 =+=Σ xo MM から 1−=xM 、 01 =−=Σ xo MM から 1+=xM となり回転角θ は次式のようになる。 
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問 12 D点に水平力P が作用している。このとき D点の水平変位 Dδ と回転角 Dθ を仮想仕事法で求め

よ。但し部材の性状はヤング係数を E 、断面２次モーメントを I とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）（水平変位 Dδ ）図１(a)の反力は 2/PVV BA == 、図 2(a)の仮想荷重の場合の反力は 

2/1== BA VV である。図 1(b)、(c)、(d)と図 2(b)、(c)、(d)の任意の距離 xの曲げモーメントはそれぞ

れ 2PxM x −= 、 2PxM x += 、 PxM x −= と 2xM x −= 、 2xM x += 、 xM x −= となる。よって、D
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問 13 図１のようなラーメンの曲げモーメントを仮想仕事法で求めよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）G-E線で切断すると、左右、上下の対称性を利用して図２のように G-C-Hの仕事量を考えれば

よい。よって E 点と G 点に生じる鉛直応力は 2/P である。そして、図２から、G 点、C 点を原点と

すると、G-C間と C-H間の曲げモーメントは次式となる。 
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G 点の曲げモーメントを求めるため、図３のように余力を 1=m とした場合、G-C 間と C-H 間は

1−=xM 、 1−=yM となる。G 点の回転角を求めるにあたり題意から図２の G-C-H の仕事量を４倍す

ればよい。 

 )2(
1681644

)1(
4

)1(
24

22/

0

2/

0

22/

0

2/

0
10 hl

PlPhlPlPlyPx
dy

Pl
dx

PxEI
hl

hl

+−=−−=





−+








−=−×







+−×






= ∫∫δ  

 ∫ ∫
+

=−×−+−×−=
2/

0

2/

0
11

2
)1()1()1()1(

4

l h hl
dydx

EI
δ となる。 

011110 =+ δδ X に代入して、
hl

hlPl
X

+
+

⋅=
2

8
1 となる。これは、C点に生じる曲げモーメントである。 

せん断力は(1)式と(2)式を微分して、 2/PQx = と 0=xQ で、軸力はせん断力から推察して 2/PN x = と

なる。曲げモーメント、せん断力、軸方向力は図４、図５、図６に示す。 

E点と G点の回転角を求める。図７で G点と C点から任意の距離 x、y にある曲げモーメントは 

2)(8

)2( Px

hl

hlPl
M x +

+
+

−= 、
4)(8

)2( Pl

hl

hlPl
M y +

+
+

−= でG点の回転角を求めるため、余力は図３を使って、

それぞれは 1−=xM 、 1−=yM となる。 

A 

B C 

D 
E 

F 

G 

H 
O 

l 

h 

P 

P 

図１ 

図４ M 

)(8

)2(

hl

hlPl

+

+⋅
 

)(8

2

hl

Pl

+
 

図５ Q 

2/P  

2/P  

図６ N 

2/P  2/P  

P/2 

P/2 
図２ 

C 

D 

E 

G 

H 

xM  

yM  

C 

D 

E 

G 

H 

図３ 

1=m  

1=m  
yM  

xM  

P/2 

P/2 
図７ 

C 

D 

E 

G 

H 

xM  

)(8

)2(

hl

hlPl

+

+⋅
 

yM  



０５２仮想仕事 

 139 

 

0
82)(8

)2(

162)(8

)2(

4)(8

)2(

4)(8

)2(

)1(
4)(8

)2(
)1(

2)(8

)2(

4

22/

0

2/

0

2

2/

0

2/

0
10

=−
+
+

+−
+
+

=







−

+
+

+







−

+
+

=

−×







+

+

+
−+−×








+

+

+
−= ∫∫

Plhh

hl

hlPlPll

hl

hlPl
y

Pl
y

hl

hlPlPx
x

hl

hlPl

dy
Pl

hl

hlPl
dx

Px

hl

hlPlEI

hl

hl

δ

となり、 

A、B、C、D点の回転角はゼロである。 
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問 14 図１のようなラーメンの曲げモーメントを仮想仕事法で求めよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）A-C線で切断すると、対称性を利用して図２のように C点に生じる応力は 2/P である。このと

きの C 点に生ずる曲げモーメント m を求める。図２から、A 点と C点を原点とすると、A-B間の曲

げモーメントはそれぞれ 

4/2PxM x =                                  (1) 

    4/2PyM y =                                  (2) 

となる。A 点と C 点の曲げモーメントを求めるため、図３のように余力を 1=m とした場合、A-B

間の曲げモーメントは 1−=xM 、 1−=yM となる。よって、 
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A、B、C、D点の回転角はゼロである。 
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問 15 図１の山型ラーメンで D 点の水平変位を応力法で解け。ただし、変位に影響する応力は曲げ

モーメントだけとし、部材断面は等質等断面でヤング係数は E、断面２次モーメントは I とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解） 図２の基本構の曲げモーメント図から、梁の性状係数は B-C 材と C-D 材だけ求めればよい。

よって、図４、図５に示すように B点と D点からの任意の距離 x の曲げモーメント xM1 、 xM2 は 

    2/21 wxwlxM x −= 、 2/22 wxwlxM x −=                     (1) 

である。同様に図６、図７に示すように仮想荷重 1=nP に対する B点と D点からの任意の距離 x の曲

げモーメント xM1 、 xM2 は 

    6/2/)3/(1 xlxxlHM Ax −=−+×= 、 6/52/3/2 xxxPM nx =+×=                 (2) 

よって、D点の水平変位は 
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問 16 図１の山型ラーメンで D 点の水平変位を応力法で解け。ただし、変位に影響する応力は曲げ

モーメントだけとし、部材断面は等質等断面でヤング係数は E、断面２次モーメントは I とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図２の基本構と図３の仮想荷重の曲げモーメント図から梁だけ解けばよいことが分かる。図４

と図５の梁で B点と D点から任意の距離 x の曲げモーメント xM1 と xM2 は 

    PxM x =1 、 PxM x =2                                      (1) 

である。図２の仮想荷重の場合で、図６と図７に示すように仮想荷重 1=nP に対する B点と D点から

の任意の距離 x の曲げモーメント xM1 と xM2 は次式となる。 

    6/2/)3/(1 xlxxlHM Ax −=−+×= 、 6/52/3/2 xxxPM nx =+×=                  (2) 

よって、D点の水平変位は 
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問 17 図１の片持梁のラーメンで C点の鉛直変位を求めよ。ただし、梁、柱とも、等質等断面でヤン

グ係数 E、断面２次モーメントを I とする。 

（解）図２のように、柱に曲げモーメント M=Pl が作用したとき、柱、梁ともθだけ回転して A点の

鉛直変位δ1を得る。また、図３のように片持ち梁に荷重 P が作用したときの鉛直変位δ2を得る。 

図２と図３の回転角は図４と図５でモールの定理より簡単に解ける。〔構造力学の４章、15章〕 
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問 19 前問を応力法で解く。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図２の基本構の仮想荷重の曲げモーメント図から梁と左柱の性状係数を解けばよい。C 点と B

点から任意の距離 x の曲げモーメント xM1 と xM2 は 

PxM x −=1 、 PxM x −=2                              (1) 

である。図３の仮想荷重の場合で、仮想荷重 1=nP に対する C点と B点からの任意の距離 x の曲げモ

ーメント xM1 と xM2 は次式となる。 

   xM x −=1 、 lM x −=2 、                               (2) 

よって、D点の水平変位は 
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