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１２．１ 座屈 

問１ 座屈荷重の大きい順番に並べよ。但し全ての部材断面は等しいとする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

両端ピンの座屈長さを基準にして、各柱の座屈長さを求めると 

（A）の座屈長さは llk 2=  

（B）の座屈長さは 2/3llk =  

（C）の座屈長さは 4/llk =  

（D）の座屈長さは 15/7llk =  

（E）の座屈長さは llk =  

となる。座屈荷重の大きさは座屈長さに反比例するから次のようになる。 

（C）＞（D）＞（E）＞（B）＞（A） 

 

問２ 図１の構造物で座屈荷重の大きい順に並べよ。部材は等質等断面とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

両端ピンの構造物を基準に座屈長さを求めると 

  (A)：lk=1.8l×0.7=1.26l、(B)：lk=1.1l×2=2.2l 

    (C)：lk=2l×0.5=l、(D)：lk=1.2l 

よって、（C）＞（D）＞（A）＞（B） 

 

 

 

 

l  

23l  

2l  

32l  

l2  

（A） （B） （C） （D） （E） 

(A) 

図１ 

(B) 

(C) 

(D) 

1.8l 
1.2l 

2.0l 

1.1l 
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問３ 図１のような両端固定の柱で座屈荷重 kP を求めよ。但し部材は均一断面とする。 

（解） 

部材は弱軸方向に座屈する。 

弱軸に関する断面 2次モーメントは 
612

2 43 bbb
I =

×
=  

座屈長さは l
l

lk 2
2

4
==  

座屈荷重は 
2

424

2

2

2

2

2464 l

bEb

l

E

l

EI
P

k

k

⋅
=⋅==
πππ

 

 

 

問４ 図１のような、一端ピン、多端固定の柱で座屈荷重 kP を求めよ。但し部材は均一断面とする。 

 円周率π とヤング係数 E として計算せよ。 

（解） 

部材は弱軸について座屈する。 

弱軸に関する断面 2次モーメントは 
612

2 43 bbb
I =

×
=  

座屈長さは 
10

21

10

7
3

l
llk =×=  

座屈荷重は 
2

424

2

2

2

2

1323

50

6441

100

l

bEb

l

E

l

EI
P

k

k

⋅
=⋅==

πππ
 

 

問５ 図１の、両端ピンの柱に P=8t が作用する。そのとき、最小正方形断面積を求めよ。 

但し l=3m、ヤング係数 24 /108 cmkgE ×= とし座屈に関する安全率を２とする。 

（解） 

両端ピンの座屈荷重は
2

2

k

k
l

EI
P

π
=  

弱軸に関する断面 2次モーメントは 
1212

43 aaa
I =

×
=  

安全率が２であるから荷重 8t が 2/kP 以下になるように 

すればよい。 

4

2

6
3

42

2

2

2

4 106.21
1016

108

3001212
cmP

E

l
a k

k

πππ
×

=××
××

×
=⋅=  

よって、 2
2

2 9.147
106.21

cmaA =
×

==
π

、 cma 16.12=  

 

 

 

l4  

kP  

b2  

b  

部材断面 

図１ 

kP  

l3  

kP  

b2  

b  

部材断面 

図１ 

kP  

l  

kP  

部材断面 

図１ 

kP  

a  

a  
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問６ 図１の、両端ピンの柱に P=8t が作用する。そのとき、最小円形断面積を求めよ。 

但し l=3m、ヤング係数 24 /108 cmkgE ×= とし座屈に関する安全率を２とする。 

（解） 

両端ピンの座屈荷重は
2

43

64 k

k
l

Ea
P

π
=  

弱軸に関する断面 2次モーメントは 
64

4a
I =  

安全率が２であるから荷重 8t が 2/kP 以下になるように 

すればよい。 

4

3

5
3

42

4

3

2

4 1052.11
1016

108

1096464
cmP

E

l
a k

k

πππ
×

=××
××

××
=⋅=  

  22 90.192 cma =  

よって、 2
2

43.151
4

cm
a

A =
×

=
π

、 cma 89.13= となり正方形よりも大きな断面を必要とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

l  

kP  

部材断面 

図１ 

kP  

a  
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問７ 図のような支持条件及び断面形で同一材質からなる柱 A～C において、中心圧縮のオイラー座

屈荷重の大小関係を求めよ。ただし、オイラー座屈荷重 crP は、 22
kcr lEIP π= で与えられる。ここで、

E はヤング係数、 I は座屈軸に関する断面 2次モーメント、 kl は座屈長さを表すものとする。 

（解）座屈軸に対して断面 2次モーメントは、 

弱軸に関する値をとる。 

(A)座屈長さは、 llk =  

断面 2次モーメントは、 1212 43 aaaI =×=  

2

424

2

2
22

1212 l

aEa

l

E
lEIP kcr

⋅
===
ππ

π となる。 

(B)座屈長さは、 2llk =  

断面 2次モーメントは、
1227

8

3

2

12

1 43
aa

aI 






=






⋅⋅=  

2

42

2

42

1227

32

)2(

1227

8

l

aE

l

aE

Pcr
⋅

⋅=
⋅

=
π

π

となる。 

(C)座屈長さは、 llk =  

断面 2次モーメントは、
1216

3

22

3

12

1 43
aaa

I ⋅=






⋅






⋅=  

2

42

2

42

1216

31216

3

l

aE

l

aE

Pcr
⋅

⋅=
⋅

=
π

π

となる。 

 

問８ 図１で長さ l の柱が、自重によって座屈するとき、この柱の単位長さの重量 w を求めよ。部材

のヤング係数を E、最小断面 2次モーメントを Iとする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）固定端から x の距離にある任意の点 x に作用する自重による荷重は wxl ⋅− )( で、その作用点は 

2/)(2/)( xlxlx +=−+ である。よって任意の長さ x に対する座屈荷重を求めるための座屈長さは 

2/)( xl + となる。一端固定他端自由の片持梁の座屈荷重は
2

2

4 k

k
l

EI
P

π
= である。 

（A） 

l  

a  

23a  

2a  

（C） 

a  

32a  

（B） 

2l  

横移動拘束 

回転自由 

P  P  P  

P  P  P  

a  

l  l  

図１ 

l 

図２ 

l 

x 

l-x 

(l-x)w 
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2

2

2

2

2

2

)(

2
4

4
)(

xl

EI

xl

EI

l

EI
wxlP

k

k
+

=








 +
==−=

πππ
から、

)()( 2

2

xlxl

EI
w

−+
=

π
 

w が最小になる xを求めると、 0
))((

)3(
222

2

=
−+

−
=

xlxl

lxEI

dx

dw π
となり、

3

l
x = を得る。その値は 

    
3

2

2
2

2

32

27

93

l

EI

l
l

l
l

EI
w

ππ
=









−







 +

=  

 

問９ 図１で長さ l の柱が、単位長さ w の自重と外力 P を受けているとき、この柱が座屈するときの

最小の w を求めよ。部材のヤング係数を E、最小断面 2次モーメントを I とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解）図３のように、固定端から z の距離にある任意の点 z に作用する自重による荷重は P+(l-x)wで、

その作用点は次のように考える。図３のように各作用力と作用点を考えて、あたかも A点に関する曲

げモーメントの釣り合いによって zを求めればよい。 { } 0)(
2

)( =×−+−×+
+

×+=Σ zwxlPlP
xl

wxlM A

から、座屈長さは 
{ } )34(2

35

)(

2
)( 22

xl

xl

wxlP

Pl
xl

wxl

z
−
−

=
−+

+
+

×+
= となる。一端固定他端自由の片持梁の座屈荷重

は
2

2

4 k

k
l

EI
P

π
= である。

222

22

2

2

)35(

)34(4

443

4
)(

xl

xlEI

l

EI
wx

l
wxlPP

k

k
−

−
⋅==







 −=−+=

ππ
となり 

    EI
xl

xl
w 2

22 )35(

)34(3
π⋅

−

−
=  

w が最小になる xを求めると、 0
)35(

5169
9

322

22
2 =

−

+−
⋅−=

xl

llxx
EI

dx

dw
π となる。よって 

    05169 22 =+− llxx 、 llx 40.0
9

45648
≅⋅

−±
=  

    
3

2

222

2
41.0

)35(

)34(3

l

EI

xl

xl
EIw

π
π ⋅=

−

−
⋅=  

図１ 

l 

図２ 

l 

x 

l-x 

(l-x)w 

P=wl/3 P=wl/3 

図３ 

P 

l 

(l+x)/2 

(l-x)w 

z P+(l-x)w 

A 
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問 10 ヤング係数 26 /101.2 cmkgE ×= の棒鋼の圧縮応力度が 2/2400 cmkg を超えないようにするため、

座屈に対する最小有効細長比 kλ 及び各支持条件の場合のλを求めよ。安全率を 1.4とする。 

（解）座屈応力度を kσ とすると、安全率を 1.4だから 

    
2

2
2

2

4.14.14.1
kk

k
k

E

l

iE

A

P

λ

ππ
σ =








⋅== から、

k

k

E

σ
πλ

4.1
= となる。 

 26 /101.2 cmkgE ×= 、 2/2400 cmkgk =σ を代入すると、 5.78
3360

101.2 6

≈
×

=πλk である。 

 
2

222

4.14.14.1 λ
ππ

σ
EC

l

iEC

A

Pk
k =







⋅== だから、 kCλλ =  

  ① 一端固定他端固定の場合は、C=1/4ゆえ、 25.395.784/1 =×== kCλλ  

  ② 両端回転端の場合は、C=1ゆえ、 5.785.781 =×== kCλλ  

  ③ 一端回転端他端固定の場合は、C=2ゆえ、 0.1115.782 =×== kCλλ  

  ④ 両端固定の場合は、C=4ゆえ、 0.1575.7844 =×== λλ C  

 

問 11 ヤング係数 24 /108 cmkgE ×= の木材の圧縮応力度が 2/160 cmkgf = を超えないようにするため、

座屈に対する最小有効細長比 kλ 及び各支持条件の場合のλを求めよ。安全率を 2とする。 

（解）座屈応力度を kσ とすると、安全率を 2だから 

    
2

2
2

2

222
kk

k
k

E

l

iE

A

P

λ

ππ
σ =








⋅== から、

k

k

E

σ
πλ
2

= となる。 

 24 /108 cmkgE ×= 、 2/160 cmkgk =σ を代入すると、 7.49
1602

108 4

≈
×
×

=πλk である。また 

kCλλ = だから 

  ① 一端固定他端固定の場合は、C=1/4ゆえ、 9.247.494/1 =×== kCλλ  

  ② 両端回転端の場合は、C=1ゆえ、 7.497.491 =×== kCλλ  

  ③ 一端回転端他端固定の場合は、C=2ゆえ、 3.707.492 =×== kCλλ  

  ④ 両端固定の場合は、C=4ゆえ、 4.997.4944 =×== λλ C  
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問 12  図１のような断面を持つ木製柱に 20tの荷重が作用したとき、 

柱の座屈長さを両端の支持条件ごとに求めよ。 

但し 24 /108 cmkgE ×= とする。 

（解）座屈荷重は、
2

2

k

k
l

EIC
P

π
= から座屈長さは

k

k
P

EIC
l

2
2 π
=  

43 288012/1220 cmI =×=  

① 一端固定他端固定の場合は、C=1/4、 24
422

2
1084.2

100020

2880108

4

1
cm

P

EIC
l

k

k ×=
××

×××
⋅==
ππ

 

 ② 両端回転端の場合は、C=1、 24
422

2
1036.11

100020

2880108
cm

P

EIC
l

k

k ×=
×

×××
==
ππ

 

 ③ 一端回転端他端固定の場合は、C=2、 24
422

2
1072.22

100020

28801082
cm

P

EIC
l

k

k ×=
×

××××
==

ππ
 

 ④ 両端固定の場合は、C=4、 24
422

2
1044.45

100020

28801084
cm

P

EIC
l

k

k ×=
×

××××
==

ππ
 

 

問 13 図１のトラス構造で筋かい B-D材に座屈が生じるときの Pを求めよ。 

（解）C-D材と B-C材の応力はゼロである。 

B-D材は暗算で PN BD 2−= （圧縮）である。 

部材断面の弱軸に関する断面 2次モーメントは 

  
12

46 3×
=I が分かれば後は簡単。 

両端ピンの座屈荷重は
2

2

l

EI
Pk

π
= となる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図１ 

12cm 

20cm 

m3  

m3  

P  

A B 

C D 

図１ 

cm6  

cm4  
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問 14 図１に示すように断面が異なる A-B、B-C材の柱がある。自由端 Aに軸力 P が作用するとき

座屈荷重を求めよ。ヤング係数は両部材共 E、最小断面 2次モーメントは I1、I2とする。 

(解)座屈荷重 Pkで座屈したときの A点の撓みを a とする。 

C点を原点として図２のように座標をとると任意の点 x の 

曲げモーメントは次式のようになる。 

        )( yaPM x −−=  

lxl 2≤≤ のとき 

    )(
2

2

1 yaPM
dx

yd
EI x −=−=         (1) 

lx ≤≤0 のとき 

        )(
2

2

2 yaPM
dx

yd
EI x −=−=         (2) 

(1)式、(2)式で
2

1

1

k
EI

P
= 、

2

2

2

k
EI

P
= とおくと 

    akyky
2

1

2

1 =+′′                                  (3) 

  akyky
2

2

2

2 =+′′                                 (4) 

(3)、(4)式を解くと A-B間と B-C間では次式となる。 

    axkBxkAy ++= 111 cossin                             (5) 

        )sincos( 1111 xkBxkAky −=′                             (6) 

    axkDxkCy ++= 222 cossin                            (7) 

    )sincos( 2222 xkDxkCky −=′                            (8) 

境界条件により、C点において x=0で(7)式で y2=0、(8)式で y’2=0である。よって 

    aD −= 、 0=C を得る。よって(7)式(8)式は次式となる。 

    axkay +−= 22 cos                                (9) 

    xkaky 222 sin=′                                 (10) 

B点の連続条件から x-=l、で y1=y2、y’1=y’2だから(5)式(9)式、(6)式(10)式から 

    lkalkBlkA 211 coscossin −=+                           (11) 

    lka
k

k
lkBlkA 2

1

2
11 sinsincos =−                           (12) 

(11)、(12)式から A、Bを求めると 

    







−=

+

−

= lklklklk
k

k
a

lklk

lklklk
k

k

aA 1212

1

2

1
2

1
2

122

1

2

sincoscossin
sincos

sincossin

           (13) 

    







⋅+−= lk
k

k
lklklkaB 2

1

2
121 sinsincoscos                                  (14) 

(13)式と(14)式を(5)式に代入すると 

 












+







+−








−= 1coscoscossinsinsincossinsincos 12121

1

2
12121

1

2
1 xklklklklk

k

k
xklklklklk

k

k
ay    (15) 

図１ 
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図２ 
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この式で、x=2l すなわち A点の変位は y1=a だから(15)式に代入すると 

lklklklklk
k

k
lklklklklk

k

k
12121

1

2
12121

1

2 2coscoscossinsin2sincossinsincos 







+=








−  

そして、 α=lk1 、 β=lk2 とおくと上式は 

    

βαβαβααβα

βααβαα

coscossinsinsincoscoscossinsin

coscossin2sinsincos2

23

1

222

1

2

22

1

2

−−+=

−

k

k

k

k

k

k

 

で、整理すると 

)cos(sincoscos)sin(cossinsin 2222

1

2 ααβαααβα +=+
k

k
、 lklklklk

k

k
2121

1

2 coscossinsin = となり、 

lklk
k

k
21

2

1 tantan=                                (16) 

γ=
2

1

k

k
とおくと、 21 kk ⋅= γ で次式を得る。 

    lklk 22 tantan ⋅= γγ                                (17) 

A-B、B-C 材の断面が与えられれば
2

1

k

k
=γ は定数となる。(17)式を満足する lk ⋅2 の値は前問のように

図解法で求められる。 lk ⋅2 が決まれば
2

2

l

EI
Pk ω= ただし、 2

2 )( lk=ω より座屈荷重を得る。 

 

 

 


