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微分方程式と差分方程式〔II〕（山辺の方法を中心として）

Differential Equations and Difference Equations 〔叩
(with a special focus on Yamabe's method) 

河 島 博

Hiroshi KAWASHIMA 

11. 不定積分への応用

次の不定積分を山辺の方法を使って求める。

G(x)三fがeazdx(但しaは0でない定数）（イ）
⇔ G'(x) =がe心 （口）

ここで， G(x)三eazg(x)

として， （口）←⇒

aeazg(x)+eazg'(x) =がeaz⇔

(a+D)g(x) =が

（ハ）

（二）

つまり．（二）の非同次の特解を求めれば良いこと

になる。これは 1階の微分方程式で，次のように

して山辺の方法で解ける。

I 1 3 2 6 6 -z ----. ェ十一J"%----.
a a a a 

a+D)z' 

が＋
3 
―ェI 
a 

3' ＿＿エ
a 
3 2 6 --z -
a 
---. エ
a 
6 
---. エ
a 
6 6 
---,z+---, 
a a 
6 
ーす
a 
6 ----. 
a 

゜

（＊） 

（ホ）より， g(x)が求まり，不定積分 G(x)は

1 
G(x) = eaz が 3 2 6 6 (---; 了 x+ずx-り
となる。 〈注：積分定数は略す。〉

これをもう少し見易い計算で行うと，

a贔＝が 1-(~)~が(1+(乎）＋

（乎）~+(子）~+…｝
より

工
3 

g(x) = a+D =¼{が＋（号）Dが+¾i-咋＋

（丑砂}=¼(がー：が+7x-i)
〈注： D"が三 O(n~4) 〉

で，同じ結論に達する。

これを，次の〔定理 l〕にまとめる。

〔定理 1〕G(x) = fがe心dx(a~ ,゚nは正整数）

は，次の式で与えられる。

• p 
G(x) = e"" Ic -1)'-"r-fr-が―'(但しnPi。三 1),.。 a

〔証〕まず，与式より G'(x)= x"e""であるから，
G(ェ）三 e""g(x)とすれば， G'(x)= (e"")'g(x) 

+e心g'(x)より

(aeうg(x)+e""g'(x)=ェ"e""⇔

(a+D)g(ェ）＝が

となる。

（へ）

a贔＝が 1-(五—)＝げげ）＇であるから
a 

1 -(-1)' 
g(ェ）＝が＝一

1 xI a+D a ,.. a 
, D~ ェ＂

D~ が=n(n-1)…(n-r+l)が―rであるから〉
1 ・(-1)'

:.g(ェ）＝ーX 〗 r nPrが―rで，
a ,.. a 

G(ェ） = eaz瓜号糾P,が―rが言えた。〔了〕

〈所で

これから
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〔定理1の系〕

I"= f ェ"'(log ェ）＂心 (m~ ー 1,nは正の整数）

は次の式で与えられる。
m+l• 

I"= 王-I<-1Y~Oog ェ）＂―r
m+l ,.。 (m+l)

〔証明〕 t = logェ←⇒ェ=e1, :. dx = e'dtより

I"= f(eり"'t"Xe'dt= f e<m+l)tt"dtであるから，

〔定理l〕により

a= m+l, nはそのままであるから，

I" = e<m+Ot t~ 
, •• (m+l) 

nP,t"―'=ェm+lx

苫
・(-1)'p

n r1 
9ー (m+l)

r+ (logェ）＂― rで良い。 〔了〕

1 
〈注： m = -1のとき ln=-(logェ）n+I 〉

n+l 

12. 定数係数の2階線形微分方程式の解法

(i)線形微分方程式(L.D. E.) 

L(y) = y"+P(x)y'+Q(x)y = R(x) (1) 
において， R(x)三 0のとき．つまり

L(y) = y"+P(x)y'+Q(x)y = 0 (2) 

を同次L.D. E. といい， R(x)~0 のとき. (1)を

非同次L.D. E. という。

次の定理は良く知られているが，証明を与えて

おく。〈注：〔定理3〕は他の成書を見られたい。〉

〔定理 2〕拓，U2がL(y)= 0 の解である~

任意の定数C1'C2について， C1uけC2U2も

L(y) = 0の解である。

〔証〕 L(u1) = 0, L(u2) = 0であるから

L(C1uけC世2)= C1LCu1)+C~(u2) = 0 〔了〕

〈注： L(C1uけC2u2)= (C1uけC2心"+PX

(C1UけC2u2)'+Q(C1uけC心=(C必'+C必;)
+P(C叫+c叫）十Q(C1UけC心

= C1(u;'+Pu什Qu1)+C2(u;+Pu石）
= C1L(u1) +C~(u2) より

L(C1uけC2u2)= C1L(u1)+C~(u2) >

〔定理3〕（同次L.D. E. の一般解）

UぃU2がL(y)= 0 の線形独立な解である~

L(y) = 0の一般解は，次の式で表わされる。

C1uけC2U2(但し C1.C2は任意定数）

〈注1: かかる U1'U2の存在は知られている〉

〈注2: 2つの関数u(x),v(x)があるとき，定

数C1,C2について

C1u(x)+C2v(x) = O=⇒ C1 = C2 = 0 

が常に成り立つとき， u(x),v(x)は一次（線形）独

立であるという。また，そうでないとき， u(x),

v(x)は一次（線形）従属であるという。〉

〔定理4〕（非同次L.D. E. の一般解）

L(y) = R(x)(但し R(x)~ 〇）の一般解uは，そ

の1つの解YiとL(y)= 0の一般解uとの和u+yi

で与えられる。

〔証〕仮定により

L(y1) = R(x),L(u) = 0であるから

u = y-yl~ ⇒ Y = u+yiとすれば
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L(u) = L(y)-L(y1) = R(x)-R(x) = 0 

となる。

つまり u= c,uけC2U2とかける。（ふ上の〔定

理3〕より）

逆に y= c,uけC2UけY1はL(y)= R(x)を満

たすことは明らかである。 〔了〕

〈注： Y1のことを特解という。〉

(ii) 定数係数同次L.D. E. 

次の定理は良く知られている。 〈注:大日本図

書の微分積分11のp.124の枠を参照せよ。〉

〔定理5〕（定数係数同次L.D. E. の一般解）

L(y) = y"+ay'+by = 0(但しa,bは実の定数）
(1) 

の一般解yは，特性方程式

K(入）三が十a入十b= 0 (2) 

の根に対応して．次の式で与えられる。

(1) 異なる 2実根a,(,を持つとき

y = C1ea"+C2在

(2) 2重根aを持つとき

y = C1ea"+C2xeaz 

(3) 共役な虚根p士qi(p.q は実で,q~0) を持

っとき

y= C1炉 cosqx+C2eP" sin qx 

（但し C1,C2は任意定数）

(iii) 定数係数非同次L.D. E. の特解

a,bを実の定数とする非同次L.D. E. 

L(y) = y"+ay'+by = e1cz凡（ェ） (1) 

の特解 Y1Cェ）を求める方法を示す。（但し，Kは0

でない定数（虚数も許す），P"(ェ）はェのn次の整式

とする。）

y三e!azとおくと， y'=(e勺'Z+eはZ'

=eは(Z'+kZ),y" = (eは）"Z+2(e勺'Z'+eは

xz" = e1cz(Z"+2kZ'+がZ)であるから

L(y) = e町(Z"+2kZ'+がZ)+a(Z'+kZ) +bZ} 

=eは{Z"+ (2k+a)Z'+ (k2+ak+b)Z} 

〈所で， K互ak+b= K(k), 2k+a = K'(k)であ

るから， (1)を考慮して〉

:. Z"+K'(k)Z'+K(k)Z = P"(ェ） (2) 

つまり， (1)の特解Yiは(2)の特解Z1を求めて

Yi=たZ1 (3) 

で求まる。

これを使って，具体的な問題を解いてみよう。

［例題 1)次のL.D. E. の特解 Y1とその一般

解yを求めよ。

① y"-3y'+y =が②y" +5y'+4y = 3e―2ェ

〔解〕①K(入）三入2_3入+1であるから

K(入） = 0¢=⇒入＝
-(-3)土↓(-3)2-4X1Xl 3士｛

='  
2X 1 2 

より

L(y)三y"―知'+y= 0の一般解uは
3+ 5 3-兵

u = C,e~ ーエ+C2e---i-z 

となる。

次に， K(D)= 1-3D+がとなるから

与式←⇒(1-3D+Dりy=が

に注目すると，次の計算が出来る。
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16 

16 
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よって， Z1=―墜一
-3+i 
と取れるから

10 
.eu = lOX 

1 
W1 = ( 
-3+i -3+i 

. X cosェ十ismェ）

= (-3-i)(cosェ十isinェ）＝｛（ー3cosェ

+ sinェ）+i(-cosェー3sinェ）｝より

U1 = -3 COSェ十 sinエ，Vi=-COSェー3sinェ

これより Yi= 彗6ェ+16であるからぷ 3-./s
〔答〕 y = C1e-r-坪 Cieーア工＋（が+6x+l6)

② K(入）＝が十5入+4= 0¢: ⇒（入+l)(入十4)= 0 

←⇒入＝ー1,-4より同次形の一般解Uは

u = C1e―ェ+C2e―“

となる。

次に，K(-2)= (-2)2+5(-2)+4 = -2, K'(-2) 

= 2X(-2)+5 = l("." K'(入） =2入十5より）とな

るから， (2)は次の式で与えられる。

z"+z'+(-2)z = 3 

3 3 
これはZ1=-=一ーを解とするから

-2 2 

Y1 =―主e―なが出る。
2 

〔答〕 y= C1e―"+C2e-4"-fe―な

また， L(y)= 0の一般解yは

K(入）＝ガ十入ー2=(入+2)(入ー1)= 0⇔入＝ー2,1

より y= C1e―2ェ+C2eェであるから

〔①の答〕

u = C1e-2巨 C2が十(-3cosx十sinx) 

〔②の答〕

v = C1e―2r+c2 er+ (-cos x-3 sin x) 
／／ 

〔定理6〕L(y)三 J勺-ay'十by= ce1cr (1)' 

K(入）三だ+a入十bとしたとき， (1)'の特解Y1

は次のように与えられる。

① K(k)キ0のとき<==}kがK(入） =Oの根で

ないとき Yi=_£_ 1cz 
K(k) 
e 

／／ 

（例題2】次のL.D. E. の特解を求めて，解け。

① u"+u'-2u = lOcosx (イ）

② v"+v'-2v = lOsinx 

〔解〕 1 X (イ）十iX(口）：

(u+iv)" + (u+ iv)'-2(u+iv) 

= lO(cos x十isin x) 
~ ~ 

'-'-で

（口）

w = u+iv, L(y) = y" +y'-2yとして
L(w) = w"+w'-2w = lOeiz (ハ）

K(入）三が＋入ー2,K'(入） =2入+1より

K(i) = i2+i-2 = -3+i, K'(i) = 1 +2iである

から w三Z衣として， (2)は次のようになる。

z" + (1 +2i)Z'+ (-3+i)Z = 10 (二）

② K(k) = 0, K'(k) ,i;, 0 のとき ~k が K(入） =O 

の単根のとき Yi=
C は

K'(k) 
xe 

③ K(k) = 0, K'(k) = 0のとき⇔KがK(入） =O 

の重根のときぃ=K'~(k) がeは(=玉がekz)

〔証〕 (iii)の(1), (2), (3)を使って解くと，

①のとき， (2)は

Z"+K'(k)Z'+K(k)Z = cより

Z1= 
C 

K(k) 
と取れるから， (3)よりよい。

②のとき. (2)は

z" + K'Ck)Z'= cより
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C C C 
z:= ⇔ z K'(k) f K'(k) dx = I ＝ K'(k) 

X 

でよい。

③のとき， (2)は

z;'= Cより z;= f cdx = ex, よってまた
Z1 = f cxdx = .£ がと取れるからよい。 〔了〕

2 

この〔定理6〕の応用として，次の〔例題3〕を解く。

【例題3】次のL.D. E. の特解を求めて解け。

① U11 + U = 2 COS X (イ）

② v" + v = 2 sin x 

〔解〕 w三u+iv,L(y) = y" +yとして

1 X (イ） +ix (口）を辺々計算して

L(w) = w"+w = 2eik 

K(入）＝入2+1,K'(入） =2入より

（口）

(Iヽ）

K(i) = i2+1 = O,K'(i) = 2iキ0より〔定理6〕

の②のときであるから，

2 1 
w1= K'(i) 

ェ炉＝ェXマ(cosェ十ismェ）
i 

＝ェ(sinェーicosェ）となり．

U1=ェsinェ,V1=ーエcosエ

また， L(y)= 0の一般解yはK(入）＝だ+l

=O⇔入＝士iより y=C1cosx+C2sinxであ

るから(":p = 0, q = 1より）

13. 定数係数の2階線形差分方程式の解法

(i) (定数係数）線形差分方程式(l.d. e.) 

〈注： dの意味はdifferenceから来ている。〉

L(y) = y(x+2)-ay(x+l)+by(x) = r(x) 
(1) 

（但し a,b は実の定数で b¾O とする。）〈注：

b=Oだと (1)は1階のl.d. e. となるから〉

r(ェ）三 0のとき，つまり

L(y) = y(x+2)-ay(x+l)+by(ェ） = 0 (2) 

を同次l.d. e. といい， r(x)~0 のとき， (1) を非

同次l.d. e. という。

〔定理7〕拓，U2がL(y)= 0の解である==>任意

の定数C1,C2について， C1u1+C2U2もL(y)= 0 

の解である。

〔証〕仮定より L(u1)= 0, L(u2) = 0であるから

L(C1uけC2u2)= C1L(u1)+C~(u2) = 0 〔了〕

〈注： L(C1uけC2u2)= (C1uけC2心 (x+2)

-ax (C1u1+C2心 (x+l)+bx(C1uけC2心(x)

= {C1u1(x+2) +C2u2(x+2)}-aX 

{C1u1(x+l)+C世2(x+l)}+bx {C1u1(x) 

+C2uz(x)} = C1{u心+2)-axu心+l)+bx

u,(x)} +C2{uz(x+2)-ax u2(x+l)+bx 

u2(x)} = C1L(u1) +C2L(u2) 

:. L(C1uけC2u2)= C1L(u1)+Ci£(u2) 〉

［①の答〕 u = (C1cosx+C2sinx)+xsinx 〔定理 8〕柘，UzがL(y)= 0の一次独立な解で

〔②の答〕 V = cc.cosx+C2sinx)-xcosx ある ~L(y) = 0の一般解yは，次の形で表わ
／／ される。

y = C1uけC2U2(但し C1,C2は任意定数）

〈注 1: このUぃU2は〔定理10〕で具体的に与え

られる。〉

〈注2: 2つの関数u(ェ）， v(ェ）があるとき，定数

C1,C2について

c,u(ェ）+C2v(ェ）三 0==> C1 = C2 = 0 

が常に成り立つとき， u(ェ），v(x)は一次独立であ

るという。また，そうでないとき.u(ェ）， v(ェ）は
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一次従属であるという。〉

〈注3: 成書を見て貰うと判るが．独立変数を整

数だけでなく，連続量も許すと．この定理は成立

しない。丸山のp. 124~p. 125を参照せよ。〉

〈注4: 離散量にェを絞ると,u1(x), u2(x)が一

次独立←⇒
U1(0), u/0) 

キ〇
U1(1), U2(1) 

となることが分かる。

〔証〕（イ）の前提のもとに

(C,u,(O) 十 C舛0)~0
C1u1(1)+C2u2(1) = 0 

（イ）

（口）

だと C1= C2 = 0が出る（クラメルの公式より）か

らである。（注：（イ）の前提のもとに u1(x),ulx) 

の一次独立が出る。対偶を取って，u1(x),u2(x)が

一次従属ならば（イ）が成り立たない。つまり，（イ）

の左辺 =Oになる。）

次に，（イ）の左辺 =O==>u1(ェ），Uz(ェ）が一次

従属をいう。

u1(x+2) = au「1(x+l)-bu1(x) (ハ）

uz(:r+2) = au2(ェ+1)-buz(x) (二）

C1X (ハ） +C2X (二）を辺々 計算すれば，

C1u(ェ+2)+C2uz(ェ+2)= a{C1u1(x+l) 

+C2u2Cx+l)}-b{C1u1Cェ）+C2u2Cx)} (*) 

（＊）でェ =0,1,2,3,・・…• と動かせば，

C1u1(y)+C2u2(y) =O(y=2,3,4, ………） 

が出る〈注:(イ）の左辺 =Oのもとに，（口）を満た

す (C1,C2)~0 なる C1, C2が存在する）からよい。

つまり， U1(ェ），uz(x)は一次従属が言えた。〉

〔証〕 y(ェ）三 C1U心）+C2U心）

として Cが O)+C2u2(0)= y(O) 

C1ぃ(l)+年 (1)= y(l) 
とおけば

△ 三 I叫 0),uz(O) I・ △ 1 = ly(O), u2(0) I・ △ 2= 
u1(1), uz(l) y(l), u2(1) 

1:: 霊：悶Iとして， C1=念， C2念しが出て，
また， y(ェ）はL(y)= 0を満足するからよい。〔了〕

〔定理9〕（非同次l.d. e. の一般解）

L(y) = r(ェ）（但し r(ェ） ~0) の一般解 y(ェ）は，

その一つの解が（ェ）と L(y)= 0の一般解u(ェ）

との和 (y=)u+がで与えられる。

〔証〕仮定により

L(が） = r(ェ）であるから

u三yーが⇔y= u+がとすれば

L(u) = L(y)-L(が） = r(ェ）ーr(x)= 0 

となる。

つまり u= C1uけC2U2とかける。(.:〔定理8〕

によって）

逆に y= C1UけC2uけがは L(y)= r(x)を満

足する。 〔了〕

〈注:がのことを特解という。〉

(ii)定数係数同次l.d. e. の解法

L(y) = y(ェ+2)-ay(ェ+l)+by(ェ） = 0 (1) 

（但し a,b は実の定数で， b~0) を考えよう。

〔定理 10〕①の一般解y(x)は，特性方程式

K(t)三 t2-at+b= O(bキ0)

の根に対応して．次のように与えられる。

①異なる 2実根a,/3を持つとき

y= Cぷ+C2が

②2重根aを持つとき

y= Cぷ+C2xaエ

(2) 

③共役な虚根p土qi(p,q は実数で， q~ 〇）を持

つとき， p+qi= rei8となるように r,0を定めれ

ば（但し r= .ft戸了が―,p = r cos 0 , q = r sin 0) 
y= c, 戸cos0x+C2戸sin0x
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（但し C1,C2は任意定数）

〔証〕

L(y)三 y(ェ+2)-ay(エ十1)+by(ェ） = 0 (1) 

K(t)三 t2-at+b= 0(但し b~ 〇） (2) 

(1)はL(y)= E2y(ェ)-aEy(ェ）+by(ェ）

= (E2-aXE+b)y(ェ） = K(E)y(ェ） = 0 (1') 

となることに注目すれば〈注： b~O より (2) の特

性根は 0にならない。〉

①のとき

K(t) = (t-a) (t-{J)より K(E)= (E-a)(E-{J) 

であるから， (E-{J)が=Ef]'-fJ・ が=p•+l_fJz+l = O 

に注意してL(/3')= K(E)fJ'= (E-a) {(E-{J)が}= 0 

となる。同枷こしてL(a勺=(E-~) {(E-a)a"} = 0 

だから

y(ェ） =Cぷ+C2f3"'
は(1)の一般解である。

〈注： (3)より y(O)= C1a0+C.j3°= C1+Cz,y(l) 

= C1a+C2f3となるから，次のように見て

(3) 

｛年C2= y(O) I 1. 1 
aC豆 C2= y(l) a ./31 

より△ = =/3-a~0, △ 1= 

ly(O), l = /3y(O)-y(l), △ 2 = 1, y(O) 

y(l) ./3 a. y(l) I 
= y(l)-ay(O)としてクラメルの公式より.C1 ,C2 

は次のようになる。

C1 
△ I /3y(O)-y(l) △ 2 y(l)-ay(O) 
=-=  ,C2=-= 
△ {3-a △ {3-a 

②のとき

K(t) = (t-a)2, K(E) = (E-a)2 

= E2-2aE+がとなる。

まず①より L(a%)= (E-a)2が =Oは良い。

L(xが）＝が(xa%)-2aE(xが）＋が(xa%)

= (x+2)a%+2-2a(x+l)aェ+I+が(xa勺

〉

＝が{(x+2)a2-2a2(x+1) +がx}=〈所で{}= 

(xa2+2aりー(2xa2+2a2)+a2エ
＝ェ(a2-2a2+が）+ (2a2-2aり=Oより〉

=aらくO=O⇔ L(xa") = 0であるから

y(ェ） =Cぷ+cクが
は(1)の一般解である。

(4) 

〈i主： (4)より y(O)= C1xl+C2xO = C1,y(l) 

1 
= C1a+C2a = a(C1+C2)⇔ CけC2=―y(l)

a 

⇔ C2 =¾y(l)-C1 =¾y(l)-y(O) 

1 
つまり C1= y(O) , C2 =―y(l)-y(O)〉

a 

③のとき

K(t) = {t-(p+qi)} {t-(p-qi)} 

= t2-2Pt+ (p2十が），K(E)= E2-2PE 

+(p2十が）であるから

{E-(p+qi)}(p+qi)" = E(p+qi)"-(p+qi) 

(p+qi)エ=(p+qi)"+I_ (p+qi)"+I = Qとなり

:. L{(p+qi)'} = {(E-(p-qi)} 〔{(E-(p+qi)}

(p+qi)勺={(E-(pー qi)}・O= 0, 同様にして

L { (p-qi)"} = 0 

つまり

y(x) = c1(p+qiY+c2(p-qiYについて

L(y) = c1L{(p+qi)'}+c,j..{(p-qiY} = 0 

が言えた。

このy(x)はp+qi= re;8,p-qi = re―“より

y(x) = c1戸戸+c2戸e―沿zとかけるから

y(x) = C17・エ(cos0x+i sin 0x) +c2戸(cos0x-isin 0ェ）

= (c, +c2)r" cos ex+i(c,-c2)r" sin ex 

これがy(x)= C1戸cos0x+Cず sin0xになる

には

｛ゲC2= C1 ⇔ ｛研C2= C1 より
i(c1―C2) = C2 c, ―C2 = -iC2 

1 1 
c1 = -(C1-iC2),c2 = -(C1+iC2) 
2 2 

と取ればよい。

つまり

y(x) = C1戸cos0x+C2戸sinex (5) 

が(1)の一般解である。

〈注： (5)より

y(O) = CがcosO+CがsinO= C1⇔ C1 = y(O), 

y(l) = C1rcos8+C2rsin8= r{y(O)cos0+C2sin0} 

1 
⇔ C2sin0 = -y(l)-y(O)cos0⇔ C2 

r 

=~{+y(l)-y(O)coso} (注意：

より良い。）〉

q 
sin8 =ー ~o

T 
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【例題 1】次の l.d. e. の一般解を求めよ。

① y(x+2)-5y(x+ 1) +6y(x) = 0 

② y(x+2)-4y(x+ 1) +4y(x) = 0 

③ y(x+2)-6y(x+ 1) +25y(x) = 0 

〔解〕①K(t)三 t2-5t+6= 0⇔ (t-2)(t-3) = 0 

⇔ t = 2, 3(異なる 2実根）より

（答） y= Cぷ+C23"(C1,C2は任意定数）
② K(t) = t2+4t+4 = 0⇔ (t+2)2 = 0 
⇔ t = -2(2重根）より
（答） y = C1(-2)"+C2x(-2Y 

③ K(t)三 t2-6t+25= 0<⇒ (t-3)2+ 16 = 0 

⇔ (t-3)2 = -16⇔ t-3 =士←藷＝土.f16i

＝士4i<=⇒ t=3士4iより p=3,q=4であるか

ら，共役な虚根を持つ。 U 4i i・ ···.··,~P = (3,4) 
よって，図より

r=勾＝畠=5, 

-14 
0三 Tan ーであるから

3 

y = C,5"'cos釦 +C25苔in0x(答）

博

【例題 1】次の l.d. e. の特解がを求めよ。

① y(x+2) +y(x+ 1)-2y(x) = 9が+3x+2

② y(x+2)-y(x+l)-2y(x) = 2z(3x+8) 

〔解〕①△ =E,-1← ~E, = 1十△,E2 = Ef 

= 1+2△＋ぷより EけE,-2= (1+2△＋ぷ）

+Cl+△） -2 = 3△ +t:,.2であることに注目して

与式~(3十△）△y(ェ） =9が+3ェ+2= 9ェ〈2〉

+12ェ〈1〉+2

3
 

工

3ェ〈2〉+2ェ〈I〉

3十△） 9ェ〈2〉+12砂 +2 I/; 2ェ〈1〉

9ェ〈2〉+6ェ〈1〉 (3X3ェ〈2〉+3△ェ〈2〉

6砂 +2 三 l
6ェ〈1〉+2(3X2工〈1〉+2△ェ〈I〉

゜より△y(ェ） =3ェ〈2〉+2ェ〈1〉であるから

工
〈3〉

工
〈2〉

II y(x) = a△ -IX 〈2〉 +2ぷ砂 =3X-—+2x-
2+1 l+l 

3 4 
〈注： cos fJ =一， sinfJ =ーとした方が正確。〉

5 5 

(iii)定数係数非同次l.d. e. の特解

a,bを実の定数とする非同次l.d. e.(但し b~0)

L(y)三 y(x+2)-ay(x+l)+by(x)= r"凡(x)
(1) 

の特解がを求める方法を示す。（但し，rは0でな

い定数（虚数も許す），P"(x)はn次の整式とする）

y(x)三 r"Z(x)とすると， y(ェ+1)= rが 1Z(x+l),

y(x+2) = r"+2z(x+2)であるから

L(y) = r"+2z(x+2)-axr"+1z(x+l) 

+bxr'Z(x) = r'P"(x)⇔ r2Z(x+2)-arZ(x+ 1) 

+bZ(x) = P"(x) (2) 

つまり， (1) の特解がは (2) の特解 z• を求めて

y•(x) = r"z•(x) (3) 

で求まる。

これを使って，具体的な問題を解いてみよう。

=x〈3〉→-x〈2〉=x(x-1) (x-2) + x(x-1) 

= xx (x2-3x+2) + (x2-x) = (x3-3x2+2x) 

＋（が一x)=がー2が+x= x(x-1)2 

（答）が(x)=がー2が+x(=x(x-1)り

②a三 1,b = -2,r三 2,Pn(x)三 3x+8より，

(2)の左辺＝がZ(x+2)-lX2Z(x+ l)-2Z(x) 

= {4X(l+2△ +t:,.2)-2(1十△）ー2}Z(x)= {(4+ 

8△ +4パ）ー(2+2△)-2}Z(x) = (6△ +4ぷ）Z(x) 

= (3+2△) X2△ Z(x)より (3+2△)X2△ Z(x) 

= 3x+8を解けばよい。

砂 +2

3+2△戸臼
これから 2凶（ェ）＝エ〈l〉+2⇔

1 

3砂 +2
2Z(x) =△ー1エ〈l〉+2ぶ l=―ェ〈2〉+2ェ

2 
I 4ェ 2 ェ+3ェ

6 =―ェ（ェーI)+ー＝
6 
2 2 2 

2 

o :. Z*(x) = ェ+3ェ I 3 
4 
＝ーが＋ーエ
4 4 

よって

が(x)= 2rz*(x)により

（答）が(x)= 2:r(¼ が+fx)= 2r-2cが+3x)

／／ 
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微分方程式と差分方程式〔II〕（山辺の方法を中心として）

(iv) 差分方程式の応用

まず， 2次の行列AについてAnを求めて見る。

A三[a,b]. rn+1三［エ正1].rn三［エ＂］としたとき，
c,d yい I Yn 

rn+I = Arn(n = 1, 2, 3, ……)より rいI=Anrlと

なるが，このAnはAの固有方程式

I tE-A I = t2-(a+d)t+ det A = 0 (1) 

の根により，次の 3つの場合に分けて解かれる。

〈注 1: 固有方程式は底の変換P―1APについて

不変だから， Anは固有方程式の根だけから出す方

が，固有ベクトルを使うより本質的である。〉

① (1)が異なる 2実根a,/3を持つとき

ltE-AI = (t-a)(t-/3) = t2-(a+f3)t十⑮

より，ケイレイ・ハミルトンの定理により

A2 = (a+/3)Aー磁E

が成り立つ。

今A"=a,.A十bnE

で， an,b,. を定義すれば，

A"+1 = a,.A2+b,.A = an{(a+t,)A-af,E} 

+b,.A = {(a+f,)a,.+bn}A —c:PanE 

=aい 1A+b,.+1Eにより

.". tn+I = (a+/,)a,.+b,. 

bn+I =―虚a,.

(5)より bn= -a/3an―I 

を(4)に代入すると

an+I = (a +{3)an -a/3an―I⇔ 

aい1-(a+f3)a"+a/3an-1= 0 

(6)の特性方程式は

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(5)' 

(6) 

(6)' 

K(t) = t2ー (a+/3)t+a/3= 0⇔ t = a,/3 (7) 

であるから， anは次の形でかける。

a"= xa"+y. が (8)

所で,A0 = E = aoA +bぶより a。=o. b。=1, 
A1 =A= a1A+b1Eより a1= 1, b1 = 0であるから

t。=x+y = 0 ⇔ t+y = 0 (9) 

a,= xa+y/3 = 1 ax+f3y = 1 

を解くと．

△ 三 11• 11 = /3-a, △ I= I゚， 11= -1, 
a,/3 1,/3 

△ 2 = 1 . 01 = 1であるから
a • 1 

△ I -1 △2 
ェ＝ー＝―,y=-=_!_
△ {3-a △ {3-a 

となり

賣 心撃
. ・l丸＝一咄..—,~ ーか―・・;こか―'~"'.ご
② (1)が2重根aを持つとき①の(7)より

K(t) = t2-2at+a2 = (t-a)2 = 0⇔ t=a 

（重根）であるから， anは次の形でかける。

a.= xa"+yna" (10) 

a。=x+O = 0 x = 0 : ・L, = xa + ya = 1⇔ t = 1/a (11) 

:. 
{ a.= 0+1/aXnXa" = na•-1 

b. = -a2a.-1 =ーが(n-l)a"―2= -(n-l)a" 

③ (1) が共役な虚根p士 qi(但し p,q は実で q~0)

を持つとき，①の(7)より

K(t)三 t2-2Pt+(p坪が） =O⇔ t=p士qi

であるから， anは次の形でかける。

an= xrn cos 0n+yrn sin en 

a。=xxl+O=O←サ=O
:. { 1 
a1 = O+yxrsin0 = yxq = 1⇔ y=すより

・・『＂＝が,.,m(..sm—·~) 
T 
2 

b. = -(p互が）a. —,=~ 研 sin{(n-l)Sin―'-;-} 

T 
● +I 

＝ー了sin{(n-I)Sin―'f} 
（但し， r= 打戸¼2) 〈注．．点 (p,q)が第 1象限の

ときは良いが，他の象限では修正が必要になる場

合もある0 ()ならその心配はない。〉

以上のことをまとめて，次の〔定理 11〕を得る。

〔定理 11]a, b, C, dを実定数として，

A三[:::J. K(t)三ltE-Al=Oの2根aぃ
a2を考えれば， A"=a,.A十b,,Eの係数a". 丸は

2根a1,a2の取る 3つの状況に応じて，次のよう

に与えられる。（但し detA~0 とする）
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①異なる 2 実根を持つとき (~a1 = a,a2 = f3か
つ a~/3 で,a,/3 は実のとき）

が一a" {,a"ーa/3"
a,.= ,b,. = 
{,-a {3-a 

② 2 重根を持つとき (~a1=a,a2=a のとき）

a,.= na"―1, b,. = -(n-l)a" 

〈注：重根のときは実根である。〉

③共役な虚根を持つとき (~a1 = p+qi ,a2 = P 

-qiかつp,qは実で，qキ0となるとき）

r" r"+1 
a,.= -sin(畑），b,.= -―sin{(n-1)0} 
q q 

p q 
（但し， r 三“戸~. cos0= —, sin0 =ーとす

r r 

る。）

【例題1】次のように行列Aを与えたとき， A"を

求めよ。

① A=  [~2:~l〕②A=[_::~〕③A=  [_l:: ~] 

〔解〕① I tE-A I = I :~6:; —~611 = (t-6)(t+1)+12 

= (t2-5t-6)+12 = t2-5t+6 = (t-2)(t-3) = 0⇔ t 

= 2,3 

よって

3•-2• 3x2•-2x3• 
a.= = 3"-2", b. = = 3x2•-2x3• 
3-2 3-2 

:.A"= <-2•+a·)[_::_:]+<ax2·-2xa·)[:: >
=[a11,a12]としてa11= -ax2•+4xa•,a12 = -ax2● +1+2 
a21 , a22 

xa●十1,a21= 2●十1-2xa•,a.,= 2•+2-a・＂を得る。

② ltE-Al=I 
t-0, -I 
+4,t-41 = t(t-4)+4 = t2-4t+4 = (t-2)2 

=O⇔ t = 2(重根）より

a,.= n2"―1, b,. = -(n-1)2"であるから

:. A"= n2"―'[ 0, l]-<n-!)2.[1,0] = [-(n-l)2",n2•-1] 
-4, 4 0,1 -n2● +i, (n+l)2" 

t-2,-1 
③ ltE-AI = 1+!7,,_4, = (t-2)(t-4)+17= (t2-6t+8) 

+ 17 = t2-6t+25 = 0⇔ t = -
-(-3)討(-3)1-IX25

=3士｛ご藷=3士｛面i=3口iより p=3,q=4であるか

4 
らr= fj, ヰ"",{= 5,fJ = Sin―1.!L = Sin―Iーと取れる。

r 5 

博
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a11 = f sin(nSin-'f)芹sin{(n-l)Sin芍｝•

au= 予sin(nSin―•f). a.,= ーザ—X 『 sin(nSin―•f).

a22 = 5" sin(nSin―1f)-~sin{(n-l)Sin―if} となる。

〈注:ポケコンを使って計算すると (a_1= -0.04) 

a。=0, a1 = 1, a2 = 6, a3 = 11, a4 = -84, 
a5 = -779, a6 = -2574, a7 = 4031, a8 = 88536, 

a9 = 430441, a10 = 369246, a11 = -8545549, a12 = 

-60504444, a13 = -149387939, a14 = 616283466,-・・ 

が出る。〉

14. あとがき

割当の枚数を超えそうなので．ここで止めるが．

この後に〔定理 11〕を 3次以上の行列でやって見た

い。また 11. に対応した不定和分の公式も検討して

見たい。

(1)渡部

(2)丸山

(3)杉山

(4)佐武

(5)古屋

(6)上田
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5• _,4 5•+1 4 
a. = 4 sin(nSin 百),b・＝一丁sin{(n-l)Sin―'s}


