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建築骨組みの剪断力方程式の研究

Study of Shear Stress for Framed Construction 

山本嘉孝

Yoshitaka YAMAMOTO 

[ 1 ] はじめに

建築架構の応力を解くとき、節点方程式とfree

body (自由体）の釣り合いを考える剪断力方程式

層方程式）がある。それは架構の柱頭を切断し

梁と共に形成した自庄体の剪断力の釣り合い、

あるいは材端応力の仕事量を解く手法である。

しかし異形ラーメンを剪断力方程式によって解

く場合、自由体に生じる不規則な角度を有する

切断面の曲げモーメント、剪断力と軸力の釣り

合いを考慮する必要があり煩雑になる。この点

を容易に解決するため仮想仕事式を使って解い

ている。本研究では一端を滑節支持の異形ラー

メンを例に、剪断力方程式の解明と立体架構へ

の応用の可能性を検証してみた。

[ 2]剪断力方程式についての基本事項

(1) 剪断力方程式 I

図2-1で ikが0点を中心に任意の回転をなした

時、その直角変位点を i'k'とする。図2-2でik部

材に働く釣合力系は材端曲げモーメントの他に

P,N, 正V1a,Qik,Qkiがある。今、直角変位点 i',k'ょ

りこれらの応力までの垂直距離を TJ.,T/kぷ品とす

る。 ik部材の仮想仕事L北は節点側で考えると、

Rをi節点の外力、 C;をその直角変位として

Lik = P,c;+ NikTJi-N1aTJk-Qふ一Qふ (2-1) 

で、 ik部材に材長変化が起こらぬものと考えると

TJ; = Tlk (2-2) 

となり ik部材の軸方向の釣合を考えると

p匹 a-Nik+Nki= 0 

である。ゆえに

Nik-Nki-Pcosa = 0 

であるから (2-1)式に (2-2)、

ば

(2-3) 

(2-3)両式を代入すれ

Lik = P,cけPcos aTJ; ―Qふ一Qふ
となる。ここで

厄+P cos aTJ; =屈 (2-4) 

とおけば

ら＝〗Pc-CQ必，+Qふ）
が導かれる。次に、 ik部材のみでなくラーメン全

体の仮想仕事式Lを考えてみるとき

L= 〗校—炉(Qふ+Qふ）
然るに、ラーメンの質点系におけるこれ等の外力

と材端応力の釣合力系が任意の微少な変位との組

合せによってなされる仮想仕事L= 0であるから

屈—〗(Qふ+Qふ） =O 

〗 Pc- 〗(Qふ+Qふ）
である。

(2-5) 

ここに〗 Pc は外力のなす仮想仕事（中間荷重 P
の部材に対する垂直成分は除いてある）。

迂(Qふ+Qふ）は材端剪断力のなす仮想仕事で

ある。上式は剪断力の項のみで表されるから剪断

力方程式と呼んでいる。
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(2)剪断力方程式II

図2-3、図2-4および図2-5に示すように外力 R
とm;が節点 iに作用して釣合状態にある構造物を

節点iに集まる各材を切り離して釣合を考える。

山本嘉孝

このとき、節点 iは直接節点に作用する R、miと、

材端断面応力 N、Q、M に対応する節点側応力

-N; ヽーQ;,-Miとで釣合を保つ。

任意に設けた XY座標に関する節点 iの釣合条

件式は、次式で表される。

> X= 0、〗 Y=O、〗M= 0 (2-6) 

上式中の〗は、節点に集まる応力の総和である。
この節点 iに微小仮想変位oi及び回転角aを考え、

i の座標成分を iふ~ とすれば、次のような仮

想仕事式が得られる。

硲〗X+~〗 Y+蛇M= 0 (2-7) 

この場合の節点 iの仮想変位は自由に選び得る

ものである。上式を具体的に書けば、次式が得ら

れる。

麿〗Q岳—恥元面Cm;—> M) =O 

(2-8) 

図2-4 剪断力

B
 

図2-5軸方向力

上式中の C;ヽ f;およびTJ;はo;のそれぞれのR、

Qiヽ 凡方向成分である。仮想変位は自由であるか

らここで、 o-= 0、0;= 1の仮想変位を選べば、

上式から次式が得られる。

>M; = m; (2-9) 

この式は、節点 iに関するモーメントの釣合式

そのものであり、節点方程式と呼ばれている。

次に仮想変位として函、 8;= 1を選べば、次式が

得られる。

P;C; ―〗ほ—〗戚= 0 (2-10) 

この式を構造物の全節点に関する総和として書

けば、次式が得られる。

炉豆—江 Q,t—江 N;元=0 (2-11) 

上式中の〗は全節点に関する総和、〗は節点 i
に関する総和である。

ここで上式左辺の剪断応力 Q、軸方向応力 Nに

関する仕事の項を変更する目的で、節点 iに集ま

る各材中の任意材 ikの仕事を考える。

構造物の全節点の仮想変位に伴って ik材も材端

をik節点に（ピンで接続しているかのように）結

ばれたまま変位回転した場合の仮想仕事式を求め

る。

このとき材は変形しないものとして、仮想回転
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角を¢ぼ）ヽ ik材上の中間外力の仕事を Pぼ）．

c<ik)で表して、 ik材に関する仕事式を求め、これ

を更に全構造材に関する総和で表せば次式が得ら

れる。

狂忍孟＋〗(Qぷ+Qぷ）

+>(N,心+NkiTJki)+ 〗(Mik+ Mki)</><ik) = 0 

(2-12) 

上式と (2-11) 式の左辺第 2、第 3項は共に材

端及び節点側の剪断応力 Q、軸方向応力 Nの仕事

に関する全構造にわたる総和であり、同じ意味を

持つ。 (2-11)式を (2-12)式によって変形すれば、

次式が得られる。

炉C;+ 〗 p(ik)c;;+ 〗(Mik+M,ふる =O

(2-13) 

上式の左辺の第 1、第 2項をまとめて P・Cで表

せば、次式が得られる。 ただし、

->(M,止M,.)~=P・ C

P℃=〗成＋〗P,.,C;_;;+ 〗 m,北）.;:;+炉“（汝）c.J 
(2-14) 

mぼ）は中間外力によるの曲げモーメント P.,<ik)

C.,(ik)は中間分布荷重の合力 P.,<ik)の仕事である。

ここで (2-14) 式は、剪断力方程式と呼ばれてい

る。この剪断力方程式の仮想変位は、次のような

制約条件を持つ。つまり材で結ばれた節点間距離

は、節点の仮想変位の前後を通じて変わらない。

つまり節点間に相対距離変化または材長変化を生

じない。

次に、節点間相対距離変化が生じる場合の剪断

力方程式について述べる。

節点間に相対距離変化を生じる場合は ik両節点

が仮想変位によって相対距離△~ だけ伸びたも

のとして、次式のように表す。

△ le止） = f(ik)l(北）

---~ ぼ）＝坐 (2-15)l (ik) 

上式中 l(ik)は変形前の原構造の ik節点間距離で

あり、 ik材の材長である。 f(ik)はik材の伸度であ

り、縮みの場合は負で表す。仮想変位は微小なも

のと考え相対距離の変化量△likは、原構造の ik材

軸と平行な方向に考えるものとする。

構造物の全節点の仮想変位に伴って ik材も材端

をik節点に（ピンで接続しているかのように）結

ばれたまま変位回転し、更に ik節点間に相対距離

変化△l (ik)を生じるものとする。

このとき、 ik材が変形しないものとし、その材

端が両節点に結ばれたままであるとすれば、材の

中間のいずれかの点で材は切断され△五：だけ隙

間を生じることになる。ここで ik材上任意点に選

んだ節断点をaとし、切断面応力を Na、Qa、Maと

する。

このような仮想変形による ik材の仮想仕事式を

求め、全材にわたる総和で表せば、次式が得られ

る。

〗応c<北）＋炉(Qぷ+Qぷ）＋屈(N,ふ+Niぷ）

+〗(Mik+兄）'P(ik)- IN, ら lぼ） =O 

(2-16) 

もし、 ik材が切断されずその代わり弾性伸び変

形を生じたものとすれば、上式の況項の仕事は伸

び変形による材内応力の仕事 W;=〗凡f(ik)l(出）を
表すことになる。これに伴って中間外力の仕事

LP(ik)(元の値も弾性変形による仕事分だけ増加

する。

(2-12) 式を (2-16) 式によって変形すれば、

次式が得られる。

〗成＋〗p(ik,c;:;心(Ma,+M,ふ-;;-lN.。fc:;;1(汰） =O 

(2-17) 

左辺の第 1、第 2項をまとめてP・Cで表せば、

次式が得られる。

->(M,汰+M,.)石＋ぴぷl<ik)=P・C

バ成＋〗R伍）こ心 m,山）石＋圧ぷ」
(2-18) 

ただし mぼ）は中間外力の曲げモーメント

pw(北）豆~ は中間分布荷重の合力のPw<土）仕事であ

る。上式は、両節点間に相対距離変化を生じる場

合の剪断力方程式を表す。

(3) 一般的な剪断力方程式

図2-6のラーメンの剪断力方程式を解く場合は図

2-7のように柱頭を8,Cで切断した梁を自由体とし

て釣り合いを考える。
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x方向の剪断力の釣り合いを考えると

>X = +P-QBA-QCD = 0 

となり、またA-B材とC-D財の釣り合いから

QBAh1 = -(MAs+MsA) 

Qcdi2 = -McD 

となる。これらの式が、いわゆる剪断力方程式で

ある。

次に図2-8のラーメンの剪断力方程式を考える。

図2-9のように自由体Aと自由体Bについての剪断

力方程式を求める。
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自由体Aについては図2-10の釣り合いから

>X = +lOP-QcB-QDE = 0 

となり、自由体Bについては図2-llの釣り合いから

>X = +10P+15P-QBA-QEF = 0 

となる。

またB-C材とD-E材の釣り合いから
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Qca4l = -(MBc+ McB) 

Qn,:4l = -(MnE+ MED) 

QBA6l = -(MAB+MBA) 

Q砂 l= -(MEF+ MFE) 

となる。これらの式が、いわゆる剪断力方程式で

ある。

lOP 

=QCD 
」
QDE

図2-10
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図2-11
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図2-12

次に外力の釣り合いを考えてみる。この場合は

図2-12のように自由体を取る。

lOP 

亨 」
QDE

図 2-13

,.; 如二□如D

Q~QEFエ

あ：／由：x の釣

[ 3] 異形ラーメン

(1)仮想仕事法による剪断力方程式

このラーメンはD点が移動節点であるから従属部

材角は2個、独立部材角は2個存在する。そこでA-

B材と B-C材を独立部材角に選ぶと直角変位図は図

3-2のようになり

RAB= 1、RBc= 0のとき

C'D'4l 
'Pen = 1- = 1--= -

CD 2l 
1 

また D点の水平変位は令=7lである。

そのとき仮想仕事式は

3Pl+(MA8+M8A)(l)+(M8c+Mcs)(O)+(Mcn)(-I) = 0 

3Pl+MA8+M8A-Mcn = 0(3-1) 

となる。ここで
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D
 ↓ 2L ↓ 3L t 2L ,．↑ 

図3-1 異形ラーメン
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RAB= 0、Rae=1のとき

C'D' 
= 1 

5l 3 
<Pen= 1-CD ―面＝一i

また D点の水平変位は On=7lである。

この場合の仮想仕事式は

3 
(Mac+M, 心Cl)+(Men)(--) = 0 (3-2) 

2 

となる。

船＋船＝一⑯[QCB 

Men = -2/5 lQcD 

だから両式を (3-2)式に代入すると

—⑯ lQca+3</訂QCD= Q 

となる。

(3-3) 

MAa+MBA =—項[QBA
Men = -2/5 lQcD 

だから両式を (3-1)式に代入すると

3Pl—項[QBA+ 2/5 [QCD = Q 

となる。

図3-3の直角変位図から
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(2)剪断力方程式 1

C点の変位はD点からの相対変位であるから直

角変位図から D'点を D点に移動させ c'点を C"

点に移動させた点が元の C点の実変位図と考えら

れる。そこで図3-4を自由体とした場合の剪断力方

程式は

3 1 3PI —ffllQBA-MBA-Msc+-Qsc21+-QふI
蔀渾

1 3 
- Qcs3l--Qcs2l+2/5lQcD = 0 
⑯ 渾

(3-4) 

であり、節点方程式は

MsA+Msc = 0 

Mcs+McD = 0 

QBC = QCB 

となり、これらの式を (3-4)式に代入すると剪断

力方程式

3Pl —ffi[QBA+2甜lQCD = 0(3-5) 

が得られる。

QCB 

lOL 

↓ 2L ↓ 5L , 

園3-3 直角賣位1112 D''、--+-
図3-4 節点自由体 1
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尚、 NBCとNcBによる仕事量は相殺されて、それ 尚、 QCBとQBCは等しく、またB-C材に偶力とし

は零となる事はすでに実証されている。 て作用しているから

また NBAとNcDによる仕事量はそれぞれの力に対 QCB・m+QBc・n 

する距離が零であるからなしえない。 = QcB(m+n) 

ここで QCDを考える場合 C'点は D'点に対する となり、 m+n=れJ)lであるから、 QCBとQBCの

相対変位である。しかるに図3-5に示すごとく線分 仕事量はむJ)lQCBとなる。 NBCとNcBは前問と同

C'-D'をC'-Dに平行移動させた C"点について 様にその仕事量は相殺される。また節点方程式

考えればよい。それが(3-4)式左辺の最後項になる。 MBA+MBc = 0 
つまり部材C-Dは回転と平行移動の組み合せで McB+McD = 0 

ある。そして自由体の切断面応力の仕事量は部材 を (3-5)式に代入すると

の平行移動では生じない。また部材C-D材の回転

は線分C'-D'であるから、その回転を知るには線

分 C'-Dに平行移動して考えてもよい。また線分

D-D'= 7lは部材C-Dが平行移動した距離の部分

であることからも理解できる。

この項に関しては章末の補足で述べておく。

(3)剪断力方程式 2

自由体を図3-4で図3-3の場合の剪断力方程式は

図3-6から

-MBA-MBc—⑯ lQcB-McB-Mcn+3-.J5lQcD = 0 

(3-6) 
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↓ 

図 3-5 直角変位図 1
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I ヽ
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—⑯ lQcB+3/5lQcn = 0 (3-7) 

の剪断力方程式が得られる。

ここで、 QCDを考える場合 c'点は D'点に対す

る相対変位である。しかるに図3-6のように線分

C'-D'をC'-Dに平行移動させた c"点について

考えればよい。それが(3-6)式の左辺の最後項にな

る。

(4)剪断力方程式 3

自由体を図3-7で図3-2の場合の剪断力方程式は

3Pl—革lQBA-MBA+2品lQcD-McD = 0 

節点方程式は

MaA+Mac = 0 

Mca+McD = 0 

で

MBA= -Mac 

McD = -Mca 

だから、 (3-8)式に代人すると

(3-8) 

3Pl-ffllQ8A + MBc+2/f;tQCD+ Mc8 = 0 

となる。ここで部材B-Cは回転角を零という条件

であるから、部材端の MBcとMcBによる仕事量は

零である。ゆえに上式は

3Pl—乍[QBA+2/f;[QCD = Q (3-9) 

が導かれる。

(5)剪断力方程式 4

自由体を図3-7で図3-3の場合の剪断力方程式は

-MBA+3/f;lQcD-McD = 0 (3-10) 
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節点方程式は

MBA+MBc = 0 

図3-7 梁自由体

McB+McD = 0 

で

MBA= -MBc 

McD = -Mes 

だから、 (3-10)式に代入すると

MBc+3/5lQcD+McB = 0 

となる。また

MBc+ McB = __: ⑯ [QCB 
であるから、上式を (3-11)式に代入すると

一国lQcB+3/5lQcD= 0 

が導かれる。

山本嘉孝

に比べて解を求め易いことが実証された。しかし

立体架構を対象とした場合は直角変位図が描けな

いから、剪断力方程式による内部仕事量を計算し

たほうがよい。何故ならば空間における任意の節

点間に生ずる回転、伸びを含む相対変位・変形を

算出する手法を、既に当研究室で提案している。
→ → 

その節点変位式・エ(V+U)= 0を適用すれば、任

意の節点が変位・変形後の座標が容易に計算でき

る。ただ部材角も同時に算出されるから仮想仕事

式でも同じ要領で算定できる。
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【補足］

図Aは図3-2にある直角変位図を実変位で表した

図である。

今、 C-D材の柱頭を切断した断面応力や、その節

点の仕事量を検証するのだから図AでC-D材がc-d

材まで変形・変位していることをみればよい。

図Bで実変位・変形した後のc-d材は回転と水平

の移動を伴っている。その回転はx-Dで、水平移

動はy-dで表されている。部材が回転しないで、水

平移動した場合その切断面あるいは節点の応力は

仕事をしない。

それゆえ図3-5のように、水平移動の項を取り除

いて匝転だけにした、 C"-DとしてC節点の応力

の仕事量を求めてもよい。

[ 4]おわりに

平面異形架構を対象に剪断力方程式を検討してみ

た。架構の範疇としては、まず異形架構がありそ

の中に門型架構が含まれていると考えるのが自然

である。ゆえに仮想仕事式のほうが剪断力方程式
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