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1 

一複索変数関数の研究で取り扱われる関数は，微分

可能且が本質的に重要である 。

複素数 z=ぷ曰yの関数j(z)を実数部 u(x,y) と

虚数部 u(x,y)の二つの実関数の和として表わす。

f(z)=u(x, y)+iu(x, y) 

このとき， f(z)が z=z。で微分可能であるために

は，即ち
f(z。十泣） —f(z。)

△z 
が△z=△ x+i△ yをど

のような形であれ 0に近づければ，ある一定数Aに近

づくためには， ll,uの偏導関数が連続で

コーシー・リーマンの関係式

如 (x。'y_立 = av(x。,y。)
ax 初

如 (x,;,;y") ~- iJv(~ ぶy。)l 
が成立つことが必要かつ十分である。

コーシー・リーマンの関係式は，ダランベールが流

体の抵抗に関する 1752年の論文のなかで，解析関数

f(x+ iy) = u+ ivがあるとき， f(x-iy)=u-ivで

au av au av 
-=—かつ一＿＝ー一ーが成立するとして導びき
ax 匈 ay ax 

出してお り（加例美，浦野訳ボイヤー「数学の歴史」

朝倉古店）その後コーシーによっても知られていた。

本論では，この関係式のリーマンの取扱いと，いま

多くの閾数論の教科書，参考書などで取扱われている

方法を比較し，リーマンの考え方の素直さを見てみた

し‘

リ゚ーマンは， 1851年にゲッチンゲン大学で「一複素

変数関数の 一般論の基礎 (Grundlagenfur eine 

allgemeine Theorie der Functionen einer ver釦 d-

erlichen complexen Grosse)」という博士論文を書

いた。それは21節からなる複素変数関数論の基礎概念

を集約したものであり，コーシー ・リーマンの関係式

と等角写像の考えが最初の 4節までに述べられている。

リーマンの数学に対する研究はワイヤーシュトラウ

スと対照的で非常に視覚的・直感的・ 具体的である。

これは彼がニュートンやオイラ ーの研究を学び，引力，

電気，磁気，熱などの物理的関係を研究していたこと

にも由来していると思われる。

以下，リーマンの上記論文を見て行くこととする 。

関数の連続性に関するリーマンの記述はつぎのとお

りである。「zを順次すべての実数値をとりうる変数

とする。これらの各値に対して， zの関数と呼ばれる

不定数wが対応するとする。 zが二つの定まった値の

間を連続的に動くとき， wも同じく連続的に変化する

ならこの関数はこの区間で連続であるという 。」

ここでは「連続」とは何かという記述はないが「関

数が連続」とは何かを記述している。

現在行われているように関数の連続性の定義を初め

て c-0で表現したのはワイヤーシュトラウスであり，

10年後の1861年にベルリンの講義においてであった 。

（好田訳，ボタチーニ「解析学の歴史」）

なお，実数の連続性については後にリーマンより 5

歳年下のデテキントにより深く研究され，更に連続体

仮説の研究にまで発展したが，この点は今議論しない。

2 

数学においては，他の科学と同様，同じ研究対象に
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ついての理論が研究の深化にともなって，より豊かな

理論によってとって代わられる。それは以前の理論よ

り新しい理論がより 一層我々の「数学的」精神を満足

させるためである 。

ウィ ーン生まれの哲学者カ ール・ポパーによれば，

一言でいえば，科学的進歩は劣った理論を打ち倒し，

よりよい理論にとって代えることにある 。彼はしかし

「ある理論が真であると知られているということが，

その理論が真であるということである」という主観説

に反対する 。

ポパーは，たとえ我々が真理を言いあてていても，

それが真であることを知ることはできないという客観

説を主張する 。（以下は「カール・ポパーの哲学」高

島弘文著 （東大出版）による 。）

これに対して，更に進んで，我々は真理を言いあて

ることができるだけでなく，それが真であることも知

ることができるというのが本質主義的客観説であるが，

ポパーはこれにも反対している。

それではよ りよい理論，より 一層真理に近づいてい

る理論とはどういうものか。

ポパーは次のような点を揚げている。

。より 一層精確な主張がなされ，より 一層梢確な

杓樟正にたえうる 。

。より多くの事実を説明する。

。諸事実をより 一層詳細に記述，説明する。

。これまで無関係におかれていた諸問題を統一 し

結びつける。

などである 。

要するに，真理への近さの度合は多様なテストの厳

しさに耐えることのできる程度によって決められるの

である 。ポパーによれば，試行錯誤法が日常的認識と

同じく科学 の方法であり，これはアメ ーバから天才ア

インシュタインに至るまでの有機体の行動様式である。

なぜこのような議論をここで長々とするかという読

者がいるかも知れないので，ここで説明をしておきた

し‘

数学の勉強を始める学生の内には，他の科学同様に，

我々の既知の部分だけでなく未知の部分をも含めて

「体系」がまず存在し，その「体系を暴露」するのが

「研究」であるというように考える者がいないではな

し‘

教科書で勉強する者は，その教科書の体系は人がそ

れを也 き表わす以前から存在するものであるという考

えを抱き易い。

科学の進歩のほとんどの部分が，個別具体的な問題

をとりあげそれを研究することによって発展し，それ

らの研究成果を関連づけ総合化することによ って「体

系」ができ上がっていることを忘れがちである 。

個々の理論や体系ができあがる過程を再認識するた

めに，ここで参考までに，ポパーの科学的認識論を紹

介した。

3 

リーマンの論文にもどる 。

「変数 zを実数に制限しないで複素数 x十しy(ここ

でi=H)まで許容する場合，様相は全 く別のも

のとなる」

関数の理解を容易にするために複素平面を導入し，

z=x十しyを平面 Aにおける点 o(x, y)としそれに

対応する w=u+iuを平面 Bの点 q(u, u)で表し，

視覚的 ・図形的に「連続」をイメ ージしている 。

つぎに，研究する 「関数」をつぎの ように定義して

「
dw 

いる 。 が dzに独立であるとき ，wは zの関数
dz 

である」とし，このような関数（写像）の研究が重要

であるという認識をしている。

更に xの無限小を表わす△xとdxを区別せず xが

十分にゼロに近いときこれを dxで表わしている 。

さて， コー シー ・リーマンの関係式に入る前にリー

マンが前述の論文で簡潔に展開している等角写像の叙

述を以下に示しておきたい。

wを複素変数zの「関数」とする 。zの複素平面の

原点 0の近傍の内のある点を oと記す。そして，点 o

の複素平面 wへの写像を qとする 。

更に x+iy+ dx+ idy及び u+iu+du十しduを対応

する zとwの値とする 。(dx,dy) (du, du)はそれ

ぞれ 0とQを原点とする直角座標の点 oと qを表わ

していると見なすことができる 。

y
 

o(dx,dy) 

＞
 

q (du,dv) 

ni
 ゆ

。
X Q

 

u 

z一平面 w一平面
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極座標を導入すると

dx十idy=c:e'',du+idu=r;e'"' 

今平面で o'と o" を原点 0 に近い二 つの点

(dx', dy'), (dx", dy") とし，これに対応する wー平

面の点 q',q"を (du',dv'), (du", dv") とする。

関数の性質により
du'+idが du11+idv11

＝ 
dx'+idy'dx" +idy" 

が成立つ。

これから

du +idv 
du" +idv" 

= _!I,, e;<がーが'l= dx +idy t' ;(,p'-,p"l = ----,-,e 
1/ dx" + idy" E 

この式から]ァ＝今ァ及び屈一¢"= <p'-<p" 
1/ E 

即ち三角形 o'Oo"とq'Qq"において角 o'Oo" と

q'Qq"が等しく 対応する二辺の比が等しいことから，

この関数によ って．無限に小さな三角形は相似に写像

されることがわかる。ただし．ここで dzとdwの比

が有限であるという条件が必要である 。

以上のような論法で，リーマンには視覚的に素直に

理論を展開している 。

4 

リーマンは前述論文の第 4節でいわゆるコーシー・

リーマンの関係式とラプラスの方程式と呼ばれている

ものについて簡潔に説明している。それは以下のとお

りである。

du+idv 
微分商 を変形し

dx+idy 

（塁+i塁） dx+(畠— 1塁） idy 

dx+idy 
(A) 

の型にすると，以下のことが明らかになる。

即ち， 二つの値dxとdyが値を持つとき，そして

初初初 av
そのときのみ，―-=-及び―-=--

ax oy ax f)y 

である 。

この関係式は， w=u+iuが z=x+iyの関数で

ための必要十分な条件である。

この関数の各部分はこの関係から次式を満たす。

がu がu
＋ 

がv がv
= 0, + =O (B) 

珈 2 匈 2 ax 初2

（リーマンは虚数単位を文字の後に書いている 。即

ち， d立， dyl,xi, yi duし， dui,ui, uし，釦， </Ji等と

記しているが、本稿では現代的記法を用いる。）

(A)から なぜコーシーリーマンの関係式が出てく

るのが明らかであるかの説明の仕方はいくつかあろう。

、 du+idv
リーマンは論文の第 1節で式 を次のよう

dx+iy 

に変形している。

du+idv =判竺＋竺）＋刊竺五）
dx+idy 2 ax 初 2 ax f)y 

t 

+ _!_[竺＿竺＋（竺十竺) dx-idy 
2 ax f)y ax 匈 i]dx+idy 

=_!_戸＋竺）＋（竺五）t
2 ax 匈 ax 初

＋上［三竺＋（竺＋竺） i e―＆● 

2 ax f)y ax 匈］
ここで， dx+idy= Eがと極座標を用いている 。

当然 dx-idy=c: e―,. である。

このように変形すれば，塵：が dzに独立であると

いうことが，上式の第 2項が変角 0に独立であること

と同値であることがわかる。

故に第 2項の e―”の係数が零であることか
__ df(z) 

dz 

が定まった値を持つためには必要かつ十分であり，こ

れによってコーシー・リーマンの関係式が導かれる 。

さて，いま出回っている関数論の教科書で，コーシー・

リーマンの関係式の最も一般的な証明法はつぎのよう

なものである 。

f(z)=u(x, y)+しu(x,y)が z=z。(=x。十iy。)で

微分可能とすると，次式が成立つ。

f(z) =J(z。)+(a+ib)(z-z。)+ E 

ここで a,bは定数， cは
e 

I z-z。I→ 0 (z→ z。）で

ある 。

これを実部と虚部に分けると

u(x, y)=u(xo, y。)+a(x-x。)-b(y-y。)+EI 

u(x, y)=u(xo, y。)+b(x-x。)+a(y-y。)+ E 2 

如 av av 
この 2式から―-= a = - - = b = - -

au 

ax 初 'ax 初

となる 。

これで関係式の必要性が証明されているが十分性も

同様に証明されている。

△zを特殊化して関係式の必要性を証明している教

科書もある 。

それは以下のとおりである 。

w=f(z)が微分可能とすると，

△ w=f(z十△z)-f(z) 

f (z) △w 
=Jim-

IJ.z→ o△z 
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である。

△ z=△ x+iyであり△zがどの方向からゼロに近づ

いても上式は成立つから

△ w ow 
lim = - = J'(z) 

紅 → fl △ X OX 

同じく

y
 

Jim~ 竺＝一i色と=J'(z) 
△ y -・0 i△y 匈

これから 竺竺 =-i色g
ax 匈

即ち w=u+ivとすると

如.av . 如 av— + i - = - i—+-
ax ax oy 匈

即ち
如 av 如 av
＝＝一

ax 匈’匈 ax
が導かれる。

逆の十分性の証明は省略する。

j 幻 ~ i~y
• <( 

z △ z=△x 

X 

平均値の定理を用いて同様の証明をするものもある。

それは以下の如くである 。

J(z)=u(x, y)+iu(x, y)とする。

u(x十△ X, y十△y)-u(x, y) 

如 au
＝△ 9℃ -(x+e△ X, y+ 8△ y)+△ y-

ax 匈

(x+ 8△ X, y+ 8△ y)である。(O<B<l)

uについても同様である。

ここでふ℃，△y→ 0のとき △ X. —• y=m:n 

とすれば

Jim 
f(z十△z)-J(z) 

z→ () △z 

故に

= l1m 
(u(x十△X, y十△y) +iv(x十△X, y十△y)} 

△ X, △y→ (I △ x+i△y 

{u(x,y) +iv(x,y)} 

△ x+i△y 

_ {u(x十△x, y十△y)-u(x,y)} 

△ x+i△y 

＋ 
i {v(x十△X, y十△y)-v(x,y)} 

△ x+i△y 

= muェ十nv1/+i(mvr +nv,) 
m+in 

上式が m:nに無関係に一定の値をとるのだから

m= 1, n=O, m= 0, n= 1とおいてイ コー ル

で結べば

uエ十ivエ＝ 五旦五
1 i 

即ち， u,十しu,=u,-i也

これから

u,= u,, 1ら＝ 一 Ux

が導き出されている。

この方法は，まず必要条件を導き出すために採られ

た方法であるが，変数の収束方向を特殊化するという

ことは必ずしもしつくりと心に（頭にではない）こな

い人がいるかも知れない。

リーマンの方法と同様の方法で関係式を証明してい

る教科書がある 。たとえば，それは岩波応用数字の

「複素関数論」（森，杉原著）である。

以下に式だけを省略して引用する 。

f(zぃ△z)-f(z。)

=u心 x十叫△y+ i(v, △ x+v, △ y)+(c.+こc.)/△ z) 

△ x=(△z十△z)/2 △ y=(△zー△z)/2i 

だから

上式＝

(ux+vμ) +i(-uμ+vx)位十 (u,-v.)+i(vu+vェ）△z
2 2 

+(cu+lcu)(I△ z I) 

故に
f(z。十△z)-f(z。)

△z 

＝侶+vμ)+i(-uげ Vェ）十 (ux-vμ)+i(u.+vェ）
2 2 

X 
△ — + (cu+ i c u) 

|位|

△Z △z 

△z→ 0とするとき ，これが極限を持つための必

要十分条件は

第 2項 (uェーVμ)+i(uげ Vェ） =O 
2 

となること

即ち u戸 v,'山 =-u,

である。

5 

数学の証明方法は，特に新たに学習を始める者に与

える際には，学習者の心に受け入れられ易く簡明なも

のが望まれる 。

フランスの数学者ジャック・アダマールは彼の著書

「発明の心理」 （伏見 ・ 尾崎訳• みすず書房）のなかで

アンリ ・ポアンカレの文章を引用するなどしながら，

数学上の発見の心理や数学を理解することができない

ことがなぜ起るのかなどについて論じている。

数学的精神，数学的センスというものは幾種類もあ

るので同じ定理を別々の方法で発見することもあるだ

ろうし，もちろんそのなかには幾種類ものi『明方法が

あることもある 。

ここで，アダマールは数学を理解するとはどういう

ことかということについて，ポアンカレのことばを引
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用している 。

一つの定理の証明を理解することは，これを構成

しているすべての推論式をつぎつぎに検討し，その

正しさや，ゲームの規則に合致していることか？

ある人々にとっては，然り，である 。

多数の人々にとっては，否，である。ほとんど

すぺての人々はもっときびしい。彼らはただ単に

証明の:tit論式がすべて正しいかどうかを知りたい

だけでなく，またそれらがなぜほかの順序でなく

その順序で結びつけられるのを知りたいのである。

その人々にとって，それ らがきまぐれによっても

たらされ，到達すべき目標を意識している知性に

よってもたらされたのではないように思われる限

り，かれらはそれを自分たちが理解したとは信じ

なし'o

アダマールは数学的認識を人の顔を見分けることに

例えている 。目，昴，口，耳，髪などの形をいくら詳

細に述べても，その人を一見したときほどは確実に誰

であるかを詔識することはできない。数学的認識も総

合的なもので，たとえば証明の各段階が理解できたか

らといって必ずしも全体が理解できるわけではない。

多くの人が今でも，人間の認識力，精神活動が論理

的階段を追って行くことにより，いくらでも商度な所

まで行けると考えている。デカルトも自分の精神を正

しく段階的に指導することによって，どのような高み

にまでも到達できると考えていた。彼は「理性すなわ

ち判断力は，それのみによって我々が動物から分かれ

た人 1廿jたらしめるものであるから，それが各人に備わっ

ていると考えたい」と述べている 。これは一見正しい

ように思える 。しかし，このような考え方の誤りは，

トマス・クーン （「科学革命の構造」参照）やカール・

ポパーが指摘しているとおりである。

数学の教科書には総合的な美しさがなによりも必要

である 。

リーマンは最も直感的な数学者の一人であるので，

彼の理論を原典と現在の教科書との間で比較検討する

ことにより，数学的思考方法を比較することができ，

また彼の理論がどのように発展しているかを見ること

ができる 。

厳密性ということについては，パラ ダイム論を持ち

出すわけではないが，その時々に最適な考え方があり

絶対皆遍的なものは今までなかった。

物理学者が，道具としての数学を作ることがしばし

ばある 。

例えばディラックのデルタ関数は当時の数学では関

数とは考えられないものであり ，ましてそのような関

数の微積分などは考えることもできない範疇に属する

ものであった。

このようなものが関数として認められるためには，

新しい数学の概念の構築を待たなければならなかった。

このような形で厳密性を絶対視することができない

側面もある 。さらに，厳必性の効用それ自体にも 一考

の余地がある。

厳密性については「証明」の段階では必要となるも

のだが「発見」には必要性が少ない。「理解」が「発

見」の一形態であるならば，数学を理解するための教

科書においては証明方法を適切に選択することが非常

に重要である。

（注）今後も機会があれば，リーマンの論文の原典を

研究し「リーマンの数学」と現在の数学の比較検討を

続けたい。

「研究」というより「教育」という立場から見ると，

学習者に対して数学及び数学者の歴史的及び人間的背

影等についての知識を付与することなどにより，その

問題に対する興味を高め理解力を増大させることがで

きると考える。

今後その ような魅力ある教科書が望まれるのではな

いだろうか。
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関数論の一般的テキスト

吉田洋一 函数論（岩波全書）

一松信函数論入門（培風館）

田村二郎 解析関数（裳華房）

溝畑茂数学解析（朝倉書店）

小平邦彦 複素解析（岩波書店）

森正武• 杉原正顕複素関数論（岩波書店）

スミルノフ 高等数学教程（共立出版）

竹内端三 函数論（裳華房）

能代消初等函数論入門（培風館）

辻正次函数論（朝倉書店）

アールホォルス 複素解析学（現代数学社）

カルタン 複素函数論（岩波書店）

楠幸拐 解析函数論（広川書店）

小松勇作 函数論（朝倉書店）

笠原乾吉 複素解析（実教出版）

竜沢周雄 関数論（共立出版）

杉浦光夫 解析入門（東京大学出版）

Goursat A Course in mathematical 

analysis (Dover) 

リーマ ンの論文集

Collected works of Bernhart Riemann (Dover) 

（受理年月日 1996年 9月30日）
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