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1 . はじめに

関数論では，正則関数の微分係数の値が0でない点

で等角性が成り立つ。（即ち等角写像となる）という重

要な定理が知られているが，この証明には不思議にも

行列が使われていない。所が行列を使うと，色々な点

の利点だけではなく，もっと大切なことは一般次元へ

の拡張への道が開けることである。これを以下研究し

て行くことにする。

2. 行列の関数論への応用

順序が逆になるが，次の定理（注： 一般論の定理3.1

でn=2のとき）を使うことにする。

［定理2.1] 行列式の値が0でない 2次の正方行列

が等角変換であるならば，次の(i)'(ii)の行列のど

ちらかに一致する。

(i) P [ cos 0 , -sin 0] (ii) P [ cos 0 , sin 0] 
sin 0 , cos 0 sin 0 , -cos 0 

（但しpは正の定数とする。）

〈注： (i)の直交行列は“正系＂で， (ii)の直交行列

は“負系＂である。それを正直交行列，負直交行列と

略さずにいうこともある。勿論， (i)'(ii)は等角変

換となることは，自明である。〉

［定理2.1の系 1] 正則関数 w= f(z)において，

f'(z。)=I= 0であるならば， w= u+iv, z =ェ十iyと分

解して考えると z=z。で(i)の場合が成り立つ。

［証]w。=u。+iv。=f(z。)= u(z。)+iv(z。) （イ）

また

{du= u土 +upy⇔ 門]=[Ur, Uv][dx 
dv = V占 +vpy dv vェ， Vy dy] 

（口）

と考えられ，（口）はいわゆる局所的変換である。

ここで， Cauchy-Riemannの関係式が（イ）の点で成

り立つ(・:f'(z。)=I= 0の仮定より

f'(z),=,。=(ur+ivェ）z=z。=(Vy -iuy), _ ,0 =I= Qである）

から，即ち，次のい）が成り立つ。

uェ（ェ。，y。） =vリ（ェ。，y。）， vェ（ェ。，y。） = -uv(Xo'y。) (; ）ヽ

この（ハ）を（口）のヤコービ行列J(ェ。， y。) に使えば，

J(ェ。，y。） ＝ ［→ ] = [uェ（ェ。，y。），-vェに。，y。）］
vェ，Vyz = z。 vェ（ェ。，y。）， Uェに。，y。）

＝叩~[叫ェ。，y。） I亭戸—vェ（ェ。， y。) ／国叫ェ。， y砂 ／戸□叫ェ。， y。) ／戸~]
〈注： p = I. 冗云五了＝』f'(z。)l>Oとなる〉で出来
た。 ［了］

［例]w = f(z) = z吐zのとき f'(z)= 2z+lである 。
このとき z。=(1,1) = 1 +iの点における等角性を調ぺ
て見よう 。

［解］
w。=f(z。)= (1 +i)2+ (1 +i) = 2i+ (1 +i) = 1 +3i 

f'(z。)= f'(l,1) = 2(1 +i) + 1 = 3+2iキ・o
また，
w=u+iv = f(z) = z2+z = (.r. 十iy)2+(ェ十iy)= 

（が一が+2iェy)+(ェ十iy)= (が一が十x)+i(2xy+y)
より
u = x2ーが+x,v= 2xy十y であるから

J(x,y) = [2x+l,-2y] 
2訟x+l

（イ）

（イ）から

J(l.1) = rn·~~J (イ）‘

ここで，点z。=(1,1)を始点とする 3つのベクトル

i = [1,0],j = [0,1], k = [1,1]を考え，（イ）．を施してつくつ

た夫々のベクトルを i''j''k'として点w。=(1,3)を

始点として， 1 = 1 cmの単位で方眼紙に図示してみる
と， i'=[3,2],j'= [-2,3],k'= [l,5lの関係でかける 。

また y= 1に対応する曲線は U= (v2-5)/4', X = 1 

に対応する曲線は u= 2-v2/9でi''j'が直交 してい

ることから， 2つの曲線も点 w。=(1,3)で直交して

いることが分かる。 〈注： y = x(= t)に対応する曲

1 1 
線は V= 2u汗 u= 2(u+-)2ーーで， ベクトル k'が点

4 8 

w。=(1,3)で接している。つまり等角性がグラフ用紙を

使うことにより，具体的に把握できることになった。〉

［定理2.1の系2]領域Dにおいてu(x,y)およびv(x,y)

が連続な一次の偏導関数を持つ とき， w= J(z)三

u(エ，y)+iv(エ，y)がDの各点で等角性を持つならば， 〈但

し等角の向きは逆向き（負系）も許す〉，f(z)または

只豆がDにおいて正則であり，し か もDの各点で

f'(z)キ0である。

［証］定理2.1の系1の証明における（口）のヤコービ行列

J(x,y)に定理2」を適用すればよい。 ・ 

(i)の場合は向きを変えない等角変換で，

[Uz, Uy]= rcos0, -psin0J 
vェ， Vy p sin 0 , p COS 0 

より

Uz = Vyかつ Vz= -uリが成り立ち，これはCauchy-

和 emannの関係式だから，これより f(z)がDにおいて
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正則，かつpキ0より f'(z)キOが判った。

(ii)の場合は向きを変える等角変換で，

[Uz , Uy] =し~cos0 , p sin 0 ] 
Vz , Vy sin 0 , -p COS 0 より

Uz = -Vy , Uy = Vエ⇔uエ＝（一v)y'(-v)z= -uyで，

これは冗z)= u-iv = u+i(-v)が正則を示す。勿論
pキ0より f'(z)キ0もよい。 ［了］

3. 等角写像の一般化

等角写像の基礎となるのは，定理2.1であった。この

定理は， 2次元の線型変換が等角を保つ必要十分な条

件を示している。まず，この定理を一般のn次元のユー

クリッド空間に拡張してみよう。

その為に，まず3次元の立体角の概念を一般のn次

元に拡張してみる。勿論n=2の場合も入っている。

［定義] n次元空間の集合Dを， D外の一点0から射

影して出来る超錐体と， 0を中心とする半径1の超球面

との共通部分の面積を， 0からDをみこむ“超立体角”と

いう。全空間の超立体角は2(ぷ）ッr(f)である。

〈注：超単位球の体積は r(½)ツrcn;2) である。〉
そのとき，行列式の値が0でないn次正方行列Fが

超立体角を不変に保つとき， Fは超等角変換の行列で

あるという。勿論，部分は部分で不変に保たれる事を

要請する訳である。 (n= 2のとき等角変換行列となる。）
ここで，上の定義に思い至った訳を定理2.1の証明

を交えながら解説してみよう。

0でない 2つの独立な縦ベクトルa,bを用意し，．

また等角変換を表わす 2次の行列Fを用意する。

そのとき， a三laI , b三ゆIを導入して，

m = /ctet[彗]/.
n三 /ctet[F(a/a) F(b/b) 

I F(a/a) 1'1 F(b/b) I]/ 

と定義して， L=nlmを考え， aを固定し， bをaに収
束させたときの， Lの極限を考えると， Fの等角性より，

その極限値が1となり，同時に IF(a)l2=ldetFIX lal2 

⇔ IF(a)I =J孟rtF『XiaIが出るのである。

B .-、 A
それは，左図で弧度（超立方角の

n=2のとき）を計算するとき，
,--... 

単位円の弧 AB=0より，扇形

1 1 
a OABの面積S=ーが＝ー0で，

2 2 

一方，T三△OAB=½/ctet[%冷JI 。

そのとき bl匹.f=/~./ctet[%冷]//e
= 1が保証されるから， 0(I;)代わ

b
-
b
 

゜図3・1

a
 

りに， mが使えるのである。よってうつった先では n

が使え， Fの等角性から bl匹aL= Iが言えるのである。

〈注 ：うつった先での角度も同じ 0であるから〉

これから IF(a)12 = ldetFI X laドを出してみる。

まず l 
m=副det[a,b]I, 

1 
n = IF(a)I X IF(b)lldet[F(a),F(b)]I 

1 
= IF(a)I x IF(b)lldetFX det[a,b]I 

(": [F(a,b)] = FX [a,b]より）

L 
n ab 
＝＝  
m IF(a)IXIF(b)I 

x I det Fl 

I det Fl Xab 
IF(a)IXIF(b)I 

/.::aL = 1と（イ）より IF(a)ド=lcietFI x lal2がいえた。

よって

IF(a) I =ふ面戸lal

（イ）
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う意味〉

また m 三 laet[fぶfJI.

n三 de{F(~) 信）憂）
叫）『IF(t)l'IF(f)I]

と定義して， L三；を考え， aだけを固定し， b, C 

をaに収束させたときの Lの極限を考えると， Fの

等角性より n=2のときと同様に心四aL= lが出て，

同時に IF(a) 13 = I det FIX I aドが出るのである。

図3・2を頭において，単位球の球面三角形ABC

1 

゜の面積 0 より球面三角錐OABCの体積 S= —缶3 =-
3 3° 

一方，三角錐OABCの体積 T= 1-Jctet[ !!:...!..E.-
6 a・b・JI。

そのとき，幾何学的に

¢豆=lim Jctet[f, 賛JI
S b,c→ a 20 ' = 1 

が保証されるから，極限において 0の代わりに ½m が
使えるのである。よってうつった先では超立体角の

1 
代わりに一n が使えて， F の等角性から b,~i竺 aL = 1が

2 

言える。 〈.: うつった先での立方角も同じ 0となる

ことがFの仮定であるから。〉

これから， IF(a)l3=ldetFIXlaドを出してみよう。

まず， 1 

m=涵:lctet[a,b,c] I 
次に

n= 
I det Fl 

I F(a) IX I F(b) IX I F(c) I Jctet[a,b,c] I 

(.. ・[F(a),F(b),F(c)]= F[a,b,c]より）

:. L 
n abc 
= m = IF(a) IX IF(b) IX IF(c) IX lctetFJ . (イ）

よっては匹aL= lと（イ）より IF(a)l3= ldetFI X lal3 

が言えた。

これでn= 3のときの定理の証明は終わった。

〈注： n=3のときの結論から IF(a)I =妍百石F『lal
が出て， p三祈盃；丙とおけば， (i)det F > 0のと
F F 
き，ーは正直交行列， (ii)det F < 0のとき ーは負
p p 

直交行列となる。 〉

いよいよ一般の nのときの定理を与える段階に達

した。それは，

［定理3.1-] n次元ユークリッド空間 E"上の正則

な一次変換を表わす行列 Fが等角性を持つならば，

E 上の任意の縦ベクトル a に対して

IF(a)I =妬面町alが成り立つ。
そしてp三祈面iア丁としたとき， (i)det F > 0の

場合はF/pは正の直交行列， (ii)det F < 0の場合は，
F/pは負の直交行列とそれぞれなる。

［証] n = 3の場合を参考にしてやればよい。

0でないn個の一次独立な列ベクトルa, bi , b2, …… 

, b.-1を用意し，また等角変換を表わすn次の正則行

列Fを用意する訳である。

そのとき， a三laI , b; 三Ib; I (但し i= 1,2, ……， 

n-1)を導入し，また

u = det[f, 岱，…，ピ］＇

v三 de{パf)疇） F(茫）
凸）［防（脊）1・ …, IF(ピ),l 

と定義する。

そのとき L三tと定義して， aだけを固定し，
bi'b2'…， b.-1を独立に aに収束させたときの L

の極限を考えると， Fの等角性より ・b,,---.t,→ aL = 1が
出て，同時に IF(a)I"=ldetFIXlal"が出るのであ

る。

図3・2を参考にして，超単位球の球面基本単体A

B1Bが..B.-tの面積0より超球面単体錐 OABぶ…B.-1

1 1 
の体積 S= —缶. =-0である。

n n 

一方，単体錐 OAB1Bが・・B.-1の体積 Tは

T=占lctet[賛忍..茫JI。
そのとき，’’ 幾何学的に

Jim T 
b,,--・b, ー，→a百

det竺色…と
= b,, .. ・b,_, → a 
Jim I [a'b''b._JI 

(n-1)!0 
= 1 

が保証されるから，極限において 0の代わりに

1 
Uが使えるのである 。よって，うつった先で(n-1)! 

1 
は超立方角の代わりに Vが使えて， Fの等角(n-1)! 

性から％↓'.~, → aL = lが言える。 〈・:ぅつった先での

超立体角も同じ 0となることがFの仮定そのもので

あるから。〉

これから， IF(a) I" = I det FI X I aドを出してみよう 。

まず l 
u=  
ab占 ・・b.-1

X lctet[ a,b1,bが・・,b.-1]!

次に

v= 
ldetFI 

IF(a) Ix IF(b1) Ix…X IF(b.-1) I 

x lctet[ a,b1, …，b.-1] I 
(.. ・[F(a),F(b1),…，F(b._1)] = F[a,b1, …, b.-1]より）
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:. L 
V aXb1XbzX…X b. ーI . 
=-=  
u IF(a) Ix IF(b1) Ix…XI F(~.-1) I 

x l_detFI 

よって b,.... t'. 匹，→aL = 1と（イ）より
IF(a)I"= ldetFIXlaドが言えた。

これより IF(a)I=祈玉可旧となり， p三祈盃百可

とすれば， (i)det F ;> 0のとき， Eが正の直交行列，
F P 

(ii) det F < 0のときーが負の直交行列がそれぞれ
p 

言えるので良い訳である。［証了］

［定理3.1の系] (Xi,X2, …x.)空間上の領域Dから，

(Yi,Yz, …，Y.)空間へのC級の写像

Y; 三y;(xi,X2,…，x.) 〈イ旦しi= 1,2, …，n〉

があり，Dの一点a=(a1,a2, …, a.)において

J三 a(y1,Y2;・・,y.)/a(x1,x2,・・・,x.)-=F 0 

（イ）

かつ
J=[処axJに：：r:~) 

が直交行列の定数倍とかけるならば，点aで超等角性

が成り立つ。

［証］今までの話からほとんど明らかである。［了］

［例]E"の原点における反転は原点を除いて超等角

性をもつ。〈注： E における超単位球面 s•-1 に対し

てY= ? =~1[X1,X訂 ·,x.] でェから u を決めるとき，
y を s•-1 におけるェの反転の点という 。（但 し X = !xi, 

ェ='[X1,X2,…,x』とする。）特に n=2のときが関数論

1 
の w=ーから定義した所の反転 w=

z 
z lz 12 

⇔ y=初,x=zである。〉
X; 

［解]Y; =一2Ci= 1.2. …，n)とかけるから，
X 

1 -2-1 ax 、ax ax 
(y;¥ = l X— +x;X (-2)x ー＝〈所て一ー＝一一

x2 ax; ax; 如

x巫（但し " 1 ax; U三ふ吋，よってX= -/uで）＝ー一X2X;
X; 1 X; が一2x;2 Z.;u 
=x〉=x2―2x;Xz4=エ4 (イ）
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'HH= H2 = (がE-2G)2=がE-4がG+4G2

＝がE-4がG+4がG=がE

.・.'HH=がE ・ （卜）

1 
X c¥ 0の仮定からーサ｛は直交行列となる。よって

1 1 1 
X 

1 
J= —戸一直＝ーXF となり， p=-· F は直交行
X X X2 が'

列でできた。

（注 1: 一般には，反転は半径rの超球面を使うが，

関数論との係わりと，話を簡潔にするため単位超球面

に絞った。

一般の場合には
r 

Y; =—2X;(i = 1,2, …，n)である。）
X 

（注 2 : (卜）より IHド=(x4)"IEI = x'"Xl = X4"⇔ 

H I IHI= 土 x2• ⇔ det 戸~(?)"det H =土l
所でX1= 1, X; = O(i = 2,3, …, n)とおくと

H~[~!, い］より detH~-1 より
1 

:. det H = -x2• が出る。）

（注 3: もっと直接に detH = -x2"を出してみる。

が一 2x~, -2X1X2, …， -2x1x. 

detH= -2xクl•がー2xJ,…， -2生＝

-2X.Xi, -2X,;I2, …, x2-2x! 

:: 工：ェロ:,,:;::~_17~ = X1Xが・・xn
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=xiェ2・・・.x.

X2 
--2x1, -2x2, …， 
X1 
2 2 
X X 

ぁ'X2,
0, 

xn 
2

0

 

が が
ェ1'- 0, ・・・, 0, —-2エn

工”

が一2吋，ー2ェi,-zx:. …，ー2x;
ーが， が， 0, ・・・. ・ 0 
= -=が， 0, が， ・・・， 0 = 
: ： ; ・・-... : 
ーが， 0, 0, ・・・, 0, が

~ x2-2ェ~--zx:ー ・・・-2ェ;,-2ェ;,-zx:. ・・・. -2ェ：
0, が， 0, ・・・, 0 

= 0, 0, が， 0,・・・. 0 
： ・・ ： ： ： 
0, 0, 0, ・・・, 0, が

ーが，ー2Xi,-2吋，…，ー2ヰ
0, が， 0, ... ,0 

= 0, 0, が， 0, ,0 = -(が）"=ーエ2n
：： ・. : 
0, 0, 0, 0, が

で出来た。）

4. 軸から見た回転の公式

これから，いよいよ回転の公式の導出にはいる訳であ

る。後で判ることだが， 2種類の公式群に分かれる。

（注：次元によって変わるから複数個と見て）そして，

その基本形が小山高専紀要 (No.27)の定理2(n = 3), 
定理6(n = 4)である。
それは次の定理4.1にまとめられる。

［定理4.1]n次元のユークリッド空間において，原点0

を始点として (n-2)個の互いに直交する単位ベクトル

『Pi,IP2, …, 1Pn-2• 1Pn-l• 1P,』,[2Pi, 2P2, …, 2pn-2• 2pn-l• 2pn]'…， 

["-2P1, •-2P2, …，n-2pn_2, n-2pn-l> n-2pn]をこの順での固定さ

れた回転軸とみて，右ねじの方向に直交補空間の点を 0

だけ回転する変換の1子列を佗(0)とすれば，
12(0) = cos exE+(l-cos 0)G'+ sin exげ（い）

となる。 〈但しEはn次単位行列。G',H'の(i,j)成分
n-2k 

をg,j'h;Jとすれば<J;;= :i:; P, kP, 
k = I （ろ）

IP,,, IP,2, … 1P,n-2 

h, ~(-1r;,(i;,'7)aetr'1··'ダ,. …'JL Iは）

}~ 王/〗\~,~~,、;,t:·ヽ i〗a取~-iEi、ロ::~~

e(i.1. i~) は互換の符号土 1 を表わす。）なお h;; = 0と
t, J 

する。〉

（注1: n = 3のとき（前紀要［定理2]) 

<Ju= pぁ， <J12=; PJJ2, <J13=・PJJ3, <J21 = P.Pi, <J22 = P.P2, 

<J23 = P少3, <J31 = PJJ1 , <J32 = PJJ2, <J33 = PJJ3 

hu = 0, h12 = -p3, h13 = P2, h21 = P3, h22 = 0, h23 

= -Pi , hai = -P2, ha2 = Pi , h33 = 0でよい。）

（注 2:n=4のとき（前紀要［定理6]) 

<Ju= 1P/Pi + 2P/Pi, <Ji2 = ip/pz+ 2P/P2, fli3= ip/p3+2Pi 

2Pa, <Ji4=ip/p4+2p/p4; <J22=ip/p2+2P/P2, <J23=ip/p3+ 

2P/Pa, <J24 = 1P/P4+2p/p4, <J33= ip/p3+ 2P/Pa, <J34 = ip/p4 

+2対p4'g≪=i凶p4戸p/p4(・: G'は対称行列より）

h11=0, hi2=-:::::::i. hi3= :::::::!• h~4 =—1:::: :::I 
h22 = 0, h23 = -:Pi ,:p4,, h24 = 1:Pi ,:p3,, ha3 = 0, h34 = 

Pi, P, Pi, P3 

ipぃiP2

P1, 2P2 
-2 , h44 = 0 (. : H'は交代行列より）でよい。）

［証明］一般のnの証明にはいる前に， n=5のとき

の証明をすまそう。〈注：前紀要，定理2,6を参照。〉

佗(a)~rtiiit]I〗り―;!:閤t・i:1: i1[tlt~;{f 1 
（イ）

で，回転の行列 '/2(0)は与えられるから，これからパ

ラメータ S;, t/i , j = 1,2,3,4,5)を消去すれば，軸か

ら見た回転の公式が得られる。

この計算を実行する。

真ん中の行列は， E+(cos 0-l)G+ sin 0Hとかけ

る。（但しEは単位行列，

G~[3;, I 兌lH~[〗:2 閲'g:J である 。）
よって，（イ）より

'/2(0) = E+ (cos 0-l)'TGT+ sin 0'THT (口）

とかける。（但し Tは（イ）の右端の行列を表わす）

（イ）の右端の直交行列 Tをプロック化（小行列に分け

ること）して，次のようにする。

T = [7;(2,2), Tz(2,3) 
Ta(3,2), T.i(3,3)] い）

すると，

'TGT = ['7; (2,2),'T/2,3)] [£2, 023] [ 7; (2,2), 7;(2,3)] 
'7;(3,2), 17'.i(3,3) 032, 03~、 Ta(3,2), T.i(3,3) 

= ['7;(2,2),17'a(2,3)][7;(2,2), Tz(2,3) 
'7;(3,2), 17'.i(3,3) 032, 033 ] 
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一方

1T, (2,2) T, (2,2),'T, (2,2) T/2,3) 

= [17;(3,2) T, (2,2),'7;(3,2) 7;(2,3)] 

ふ=1TT = [、T,(2,2),17;(2,3)][T,(2,2), 7;(2,3)] = 
17;(3,2),'T.(3,3) T3(3,2), T.(3;3) 

= [T,(2,2) Ti (2,2) + 17;(2,3) 7;(3,2), 
1T(3,2)'.fi(2,2) +'T.(3,3)刀(3,2),

（二）

'T,(2,2) 7;(2,3) +'T/2,3) t(3,3) 

17;(3,2) 7;(2,3) +'T.(3,3) T.(3,3)] ・ (ホ）

（ホ）から

1'.fi (2,2)'.fi (2,2)+'7;(2,3)刀(3,2)=E2⇔1'.fi(2,2)'.fi(2,2) 

=E戸7;(2,3)7;(3,2),1'.fi(2,2)乃(2,3)=一17;(2,3)T.(3,3),
1T(3;2) T,(2,2) = -'T.(3,3) T/3,2), 17;(3,2) 7;(2,3) == 

=E戸 T.(3,3) T.(3,3) (ハ）

これらを（二）に代入して

1TGT = [E戸 7;(2,3)7;(3, 2), ー 17;(2,3)T.(3,3) ] 
-'T.(3,3) 7;(3,2), E戸 T.(3,3)T. (3,3) 

= Es― 
『7;(2,3)7;(3,2), I冗(2,3)T.(3,3)
'T.(3,3) 7;(3,2), 1T. (3,3) T. (3,3)] (卜）

ぐ注：この計算は，このまま一般の場合に通用する。〉

（卜）を（口）に代入すると，（い）の第2項まで出る。

G実'.~[塁：:t~JIT/: り］，塁：:::~l[累髯］鳳::mm:~J~:::::屈 [ji~il
に注意すれば，明らかである。

問題は，（い）の末項であるが，これが意外と難関である。

まず， Hが交代行列であるから 1THTは交代行列で

ある。(・:1('THT) = 1T'H1('T) = 1T(-H) T = -'THT 
であるから。）

H'三 1THTは交代行列でよい。しかし， G'を求め

たときのやり方は通用しないので（実際，実行して見

ると判る），ここでは連立一次方程式の解法に倣って

解いて見よう。まず

0, Xi 2, Xia, X14, Xis Pi, qi, ri 
X2i, 0, X23, X24, X25 P2, qがr2

05.a =H'[↓ p, ↓ q, ↓ r] = I Xai, Xa2, 0, X34, xぉ Pa,qa, ra I (チ）
X4i, X42, X43, 0, X45 , p 4• q 4• r4 
Xsi, Xs2, X53, X54, 0 Ps, qs, rs 

（何となれば， 12(0)[↓ P, ↓ q, ↓ r] = [↓ p, ↓ q, ↓ r]より）
よって，（チ）よりl゚十x,ぁ+x,,P,+x,ぁ+x必 -o
O+x沼けX13QけX14QけX15Q5= Q 
O+x12r2+x13r3+x14r4+x15r5 = 0 

(1) 

『,+O+x,必+x,ぁ+x,必 ~o
醐 +O+x函けX迅＋ェ25Q5= 0 

21 r1 + 0 + X23T3 + X24T4 + X25T5 = 0 

---------------------------
『五+x心+x必+o~o
誓げX5記 X遥けX迅 +o= o 

51T1 + X52T2+ X53T3+ X54T4 +0 = 0 

(1)はクラメルの公式より [p,,p,,p, 

△ ＝△  ,.,.. ~det[↓凡↓p. ↓ p』 ~q,,q,q,] .. 0 
Tz, T3, T4 

として，
I△ 2 -x15 det[↓ Ps, ↓ Pa, ↓p』

X12 =―=  
△ △ 

. I△3 
X13 = -―=  
△ 

ー・x15det[↓ Pa, ↓ p4, ↓ p』三△8.<.5 

△ 

-x15 det[↓ P2, ↓ Ps, ↓p』＝
△ 
X15 det[↓ P2, ↓ p4, ↓p』三△U5 

△ 

X14=-= 
凸—ェ15det[↓ P2, ↓ p3, ↓p』＝―X15△2,3,5 
△ △ △ 

より
X12年 Xu (-1)1+2△ 

X12:X13:X14:X15 =—·—·—: 1 = 3,4,5 
X15. X15. X15 △ 

(-1)1+3△ 2.4.5: (-1)1+4△ 2,3,5, 
＝一

△ △ 
.1 (1)1+2△ 3.4,5・ 

(-1)1+3△ 2.4.5:(-1)1+4△ 2,3,5:(-1) l十立△2.3.4でよい。

(2)もクラメルの公式より
P1,Ps,P4 

△ ＝△  1.3.4 = det[↓ Pi, ↓ Pa, ↓p』=Qi,Q3,Q4 キ0
r1, な n

として

X21 =―=  
2△ 1 -x2s det[↓ Ps, ↓ Pa, ↓p』
△ △ 
-X25,det[↓ Pa, ↓ p4, ↓p』=△S,4,5 

△ 

X23 =―=  
2△ -x25 det[↓ Pi, ↓ Ps, ↓p』
△ △ 
X25 d~t [↓ Pi, ↓ p4, ↓ p』戸△1.4.5 

△ 

xこ冒＝
△ -x25 det[↓ Pi, ↓ Pa, ↓ PsJ =―X25△ 1,3,5 

△ △ 

X21 X23 X24 △ 
X21:X23:X24:X25 = 

3.4.5. . ・-1= 
-X25. -X25. -X25 . △ 

(2) 

(5) 

より

ー△1,4,5. △ 1,3,5 
△ • △ : -l=(-1)叫侶）△3,4.5:(-1)2+3△ 1,4,5 

: (-1)2+4△ 1,3,5;(-1)2+• △ 1,3,4でよい。

この考えで， X;j= (ーI)i+ic:Ct.,-;)△叩2Jsと巧く決定出
来て，（但し xii=0), 計算を実行すれば全てが巧くい

く。 〈注意：検算にはp3= Q4 = T5 = 1 , 他は0とすれば，
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佗(0)'が（イ）の真ん中の行列となりよい。〉

次に，いよいよ n次元の場合をやってみよう。まず，

Gの求め方をやる。これは簡単である。場所の節約

のために， m 三 n-2を導入すると，

'TGT=『Ti(2,2),'Ta(2,m)]([ E(2,2) 0(2,m) 
'7;(m,2),'T.(m,m) O(m,2) O(m,m)] 

[ T1(2,2), 7;(2,m)]) =『Ti(2,2)1刀(2,m)]X 
Ta(m,2), T/m,m)'7;(m,2)'T.(m,m) 

一方，

X [ Ti(2,2), T/2,m)] = 
O(m,2) O(m,m) 

『Ti(2,2)Ti(2,2),'Ti(2,2)1;(2,m)
'_7;(m,2) Ti (2,2),'Tim,2) 1;(2,m)] 

E(n,n). = E(2+m,2+m) = [ E(2,2), 0(2,m) 
O(m,2) E(m,m)] = 

1TT= [冗2,2),I刀(2,m)][ T.,(2,2), 7;(2,m)] = 
17;(m,2) 11',.(m,m) Ta(m,2); T,.(m,m) 

よって

［冗2,2)T.,(2,2) +'7;(2,m) 7;(m,2), 
17;(m,2) T.,(2,2) +1T,.(m,m) Ta(m,2), 

'T., (2,2) 7;(2,m) +17;(2,m) T,.(m,m) 

'T/m,2) 7;(2,m) +'T,.(m,m) T,.(m,m)] 

'TGT = [ E(2,2)-'7;(2,m)7;(m,2), 
-'T.(m,m) T3(m,2), 

-'7;(2,m)T.(m,m) 

E(m,m)-'T.(m,m) T.(m,m)] 

= E(2+m,2+m)-

['7;(2,m)Ta(m,2),'冗(2,m)T.(m,m)
'T.(m,m)Ta(m,2),'T.(m,m) T.(m,m)] 

= E(n,n)-G'でよい。

やはり難しいのは， H'の決定である。次のようにH'

と(n,n-2)型［↓IP, ↓ 2p, …，↓ n-2p]を用意するのである。

H'[↓ IP, ↓ 2p, …，↓ n-2p] = 

0, X12, X13, …， X1n 
X21, 0, X23, …, X加
X31, X3t, 0, …, X加

: '亀` 疇ヽ

Xn-1.1,Xn-1.2, …， Q, Xn-1,n 
Xnl• Xn2• •''', Xn,n-1• Q 

IP1, 汎・・・,n-2p1 
IP2, 沼，…，n-2p2

IP3, 2P3, …，.-2Ps I = o 

IP., 2凡…，n-2pn

として，これを解いてげを求めるのである。

i行成分（但し i"<'nとする）を求めてみよう。

工illp,五泊＋…＋ェi,i-i'肛 +o+ェi,i+l囮＋…＋ぢ凡=O

!~::: り竺::匹：：：竺：：:'. 互］竺~.'.'・'.:'~竺．．．．．・ロ:/竺．り・・
工ii"-2P,+ェ，z"-2P2+…十ェi,iーi"-2肛 +o+ェi,i+i"-2F:+1

＋…＋ェi;-2pn= 0 

まず 4三 det[↓P1, ↓ P2, …，↓ F:-1, ↓ F:+1, …，↓ P.-1]キ0とし

て

,Ai -x;. det[↓ P1, …j伐，…，↓P.-1] 
X;i=-= 
A A 

ここで， X;n= (-l)i十nA = (-l)i+n Al,2,・ ふ---.~ としてお

けば，全てが巧く行くのである。 〈注 ：（は）と合う〉

実際上の式より

xii = (-1 y+n+lctet [↓ P1,"'競，…，↓P.-1] 

= (-l)i+iee.1'i~)A1.2 .... r. -- ·.r.--·.• (.. ・（は）より）
i'J 

よって．この等式が言えれば．全てが巧く行くので

ある。

〈注： j~i+l だと，↓ R を最後に持って行くには，

(n-l)-j = n+(J+l)(mod2)だけ移動すればよいか
ら，左辺＝（一l)(i十n+l)+(n+j+I)A1,2, ... ふ・ぶ ・.n

= (-1)叫じ： DA1.2.---.r.---.r.-- ·.• =右辺でよい。

また， j~i-1 のとき．↓ E を尻に持って行くには

(n-2)-人三n+j(mod2)だけ移動すればよいから，
左辺＝（一l)Ci+n+_l)Hn+j).'11,2, ふ…ぷ.--·.•

= (-l)i+ie({: j)A1,2.-:・,r,--・.r.--・.nでこれもよしヽ。〉

これで，後は n=5のときと同じように lp3= 2~= 

…=  n-2pn = 1 , 他は 0として，検算が出来て全てが

完了したことになった。［証了］

3 ..fferl .fr 
［例 Jcos e =一のとき. sine= =一ーで

4 4 4 

あるから 7= 1吐12+12+がとなる 。このとき n=5

(m = n-2 = 3)の公式で計算できることを示す。ぐ注：

今の所，これだけしか例がない。 一般には後で示す

“平面から見た回転の公式＂で解けることを定理の形

で示せる。〉

下記の表で，軸 [p,q,r]の方向比が表わせるから，
→ → → 

（それはp,q,rの内積が互いに 0で直交する），

且fj〗jJ fr:~(;>:;>~-:::
(-l)i+ie(『9『)det[↓ Pi1• ↓ Pi2• ↓p乳（但し i1= min(i, 

j), ゎ=max(i, j)ふ くi2<)3で {iふ；i1, i2, ia}は1か
ら5までの自然数の全体）と区別して大文字 G;j,lf;iで

→ → → 
表わして計算しよう（何となれば， p,q,rはまだ正規

化されていないから）。

Gll = 12+ 1 2+ l 2 = 3 = G22, G33 = 0吐が十(-1)2= 5 

= G44 = Gss, G12 = 3, G13 = 0+2+(-1) = 1, G14 = 1+ 

0+(-2) = -1, G15 = 2+(-1)+0 = 1; G23 = 0+2+ 

(-1) = 1, G24 = l+0+(-2) = -1, G25 = 2+(-1)+ 
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0 = l; G34 = 0+0+2 = 2, G35 = 0+(-2)+0 =-~;G4S 

= 2+0+0 = 2より

G'-+r>;JJ.f~r 
, 1, 2 1, 1, 2 

H12=(-l)1+2 2, 0, -1=7,H13=(-l)l+31, 0, -1 
-1, -2, 0 1, -2, 0 

1, 0, 2 1, 0, 
=-7,H14=(-l)1+41, 2, -1=7,H15=(-l)1+51, 2, 

1, -1, 0 1,・-1, 

1 1, 1, 2 1, 
0 =-7;H23=(-l)m 1, 0, -1=7,H24=(-1)2+41, 
-2 1,-2, 0 1, 

0, 2 1, 0, 1 
2, -l=-7,H25=(-1)2+51,2, 0 =7;H34=(-1)3+4 
-1,・0 1,_-1, -2 

1, 1, 2 . 1, 1, 1 
1, 1, -1 =O, H35(-1)3+5 1, 1, 0 =O; H45 = 0より
1, 1, 0 1, 1, -2 

:.H'-柑［〗:i::Ttr
>);`:G； 翡／三十H炉＋ 姦H

となる。

ここでa'=28a 〈但し a=C1>1. 0, 0, 0)〉とすれ

ば， b'='/J(0)a'=(14, -28, 14, -14, 14) = 14(1, -2, 

1,-1,1)であるから

b = (1,-2, 1,-1, 1) 

を得る。

実際， a・b= 1 + 2 = 3, I a I = Ii了「 =-./2,b=
れ+4+1+1+1=./8であるから，

cos 0 = a・b = 3 = _L  = 1-
/alibi -./2{8 五6 4 で良い。

5. 平面から見た回転の公式

いよいよ，平面から見た回転の公式を導出する。不

思議なことに，この公式群の方が証明が易しいのに，

cos 0 =五（但し m> 0で， In/<m となる m,nは
m 

互いに素の整数）がいつでも解ける最小次元数は 5が

証明出来るのは，こちらの公式だからである 0 • 〈注：

前の紀要で， 8で割ったとき余りが7になるものは，
3 .fr 

例えば今やった cos0 = -,'sin 0 =―ーは 4次元で
4 4 

は表現不可能がコンビュータでの計算結果で判ってい

る訳である。〉

それを，次の定理5.1の形で述べる。

［定理5.1] n次元のユークリッド空間において，

原点を始点として 2個の互いに直交する単位ベクトル

[X1'X2'…， x』,[y1, Y2, …, y』をこの順での回転平面
とみて，その直交補空間を動かさずに右ねじの方向に

平面上の点を 0だけ回転する変換行列を 12(0)とすれば，

12(0) = E+ (cos 0-1) X12[c] + sin ex佗〈s〉（い）
となる。（但し， Eはn次単位行列で，佗[c],12〈s〉の

(i'j)成分を b;;,a;; とすれば，

b;; = X;X;+Y;Y; 、称行列） （ろ）
・X;,X・ 

a;; = -X;Y; + Y.X; =一 ］（交代行列） （は）
Y; ,Y; 

とかける行列である。）

［証］ これも一般の nではなく，次の定理5.2で使

うn=5の場合の証明を先にやっておこう。

今迄の話から
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三三；iiよ::各五竺こ］〗定理
次に定理5.1の応用として，定理5.2を述べる。これ

は前紀要の課題の決定的な解答である。

［定理5.2]cos 0 =互-(m, nは互いに素の整数で，
m 

m>lnl>Oとする）のとき， sin0 =必伝ー（但しp,q
m 

は正の整数で， qの因子には平方数は含まれないとす

る）とした場合，いつでも始点を共有する，そのなす

角が0となる 5次元の格子点ベクトルの対が存在する。

〈注：前紀要の［定理4]を考慮して，こちらの qは

0でない 4つの平方数の和としてよい。また，仮定か

ら， qは4で割り切れないとしてよい。〉

［証明]sin 0 = ~ m より

p.fri = r;, 戸二1 (1) 

が分かる。また， 〈注〉により

q=a汗が＋が十が (2) 

としてよい。（但し， a,b, C, dは正の整数）

すると，組 {a,b, C, d}の中の 1つは奇数，もう 1

つは偶数となるものが存在する。（何となれば， 4つ

とも奇数もしくは偶数だと qが4で割り切れるから。）

よって， 5次元ベクトル;= [a, b, c, d, OJに対し

て;= [0, 0, d, -c, w]を考えて， 1-;ドが平方数とな

→ → 
るように， W を決定してみよう。 〈注： U ..l V〉

勿論， {c,d}は夫々問題の奇数，偶数を表わす。よっ

て s2三 c2+d汗虻⇔s2-w2 = (が＋が）Xl⇔ s+w = 

が＋が（イ）， s-w= l (口）と取れば可。

よって 2s=が＋が+lかつ 2W= C吐が一l⇔ s= 

1 1 
-(が＋が+l),w = -(c2十が一1)
2 2 

Vヽ）

で出来た。

つまり， Vヽ）により w,由 =sが巧く決定出来た。
これらにより，全てが巧く計算できるのである。

『三誓~fr[a, b, c, d, 0] (S) 

y = -::;-V = -[0, 0, d, -c, W] 
IV I s 

を前定理の（ろ），（は）に代入して（い）を計算すれば，

'12(0)の成分が全て有理数となり，前紀要［定理 4] 

の証明と並行して，同様な証明が可能なのである。

実際 l 
1 

（ろ）より b;j= -u;Uけマ叩｝） （ろ）’
q s 

（は）より ll;j=—ぷ I::: ~;I (は）’

よって，（い）より

叩） = Es+(庄 -1)x+[s五 +qv;vj]+己
m sq m 

古[—悶：~;] • (い）’

で， ms2q佗(0)の成分は整数だから，前紀要の［定理

4 ]と同じように言えるのである。［証了］

〈注： mqs2'/J(0)の (i'j)成分は

mqs21J(0) = mqs2E-(m-n) {s2[u;u』+q[v;vj]}-

spq[I誓:~:IJ (い）”

となる。（但し;= [u1, Uz, U3, U4, U』,; = [v1, Vが

V3, V4, V』とする。）〉

ふ
［例]cos 0 =¼, sin 0 =―ーを（い）”を使って，

4 

0 = cos→ C¼) を与える 2 つの格子点ベクトル a,b を
求めてみよう。

; = [1, 1, 2, 3, OJ,;= [0, 0, 3, -2, 6]としてよい。

〈夫は 15= 12+12+2汗32であるから， まず；＝

[l, 1, 2, 3, OJが判る。次に;= [0, 0, 3, -2, w], s 
= 1-;1として s2-w2= 3ビ(-2)2=13= 13Xl⇔ s+ 
w = 13, s-w = l⇔ 2s = 13+1 = 14, 2w = 13-1 

= 12⇔ w = 6,s = 7でよい。〉
→ l→ l 

•• X = -=r-U = 
lul 畠

[l, 1, 2, 3, OJ 
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→ l→ 1 
:. y =~v = -[0, 0, 3,-2, 6] 
Iv I 7 

また， m= 4, n = l, p = 1, q = 15, s = 7より（い）＂は

294012(0) = 2940E-147 [uiu』-45[vivi] -105 [(uv)』
ui, ui 

となる。（但し (uv¥i三 とする）
vi, vi 

計算を実行した結果は次のようになった。

[u,u』-[HH!l.[v,v,J -[!I J:.-1 j2 
0, 0, 3, -2, 6 

l 
[(uv),J - [忍：忍］＝［三： ：~: 1~'.'固 ~6~2を~~:竺3か；~~三三〗~}る。
2940佗(0)-[-A:'·2冒孟~i.'-:;翌.-=-tt,~l 

-651, -651, -1977, 1437, -1350 
630, 630, 450, 2430, 1320 

よって

a'= [1, 1, 2, 3, OJ X2940を佗(0) 〈但し 0= cos-1 

(1 
4 
ー）〉に右から施すと，次の b'を得る。

b'= [735, 735, 6195, -945, 9450] 

= 105[7, 7, 59, -9, 90] 

よって

a= [l, 1, 2, 3, OJ X28, b = [7, 7, 59, -9, 90]を得る 。

実際， lal = 28-/15 =必厨:五=Jm面―=lbl。
また， a・b= 28X(7+7+118-27) = 28Xl05 

:.cos0= 
28X 105 7 1 
＝＝一

28X28X 15 28 4 
で良い。

また，a'=[0, 0, 3, -2, 6] X2940を12(0)の右から掛

けると，次の b'を得る。

b'= [ -5145, -5145, -8085, -16905, 4410] 

= 735[-7, -7, -11, -23, 6] 

よって，

a= 4[0, 0, 3, -2, 6]. b = [-7, -7, -11, -23, 6] 

実際， lal= 4畠=4 X 7 = 28 = .f2i2 =国
lbl =↓ 72ザ+112+23立＝高4= 28でよい。
また， a・b= 4X(0+0-33+46+36) = 4X49 

4X49 2X2X7X7 4 
.. cos 0 = = = - = _!_ 

28X28 4X4X7X7 16 4 
で良い。

〈注：他の［例］として

3 
cos 0 =―, sin 0 = 五＝屑＝ふ辰7

11 11 11 11 

4./7 
=―;  cos 0 = - sin 0 = 

11 丘戸五了＝算
11 19'19  19 

= Ii辰石 4革
i9 ＝ 等も取り上げたかったのだが，

19 

紙数の関係で読者に研究課題として残すことにする。〉

6. 注意すべき事柄

まず，定理4.1のsin0に係わる行列の成分は n= oo 

のとき，無限行列式となることである。また，軸の作

る線型空間の余次元は 2という制限が入ることである。

これがnが有限のときとの大きな違いである。
→ → 
a・b 

また， cos0 =→  → 
lal X lbl 

が有理数のとき， 1"c!1 r → = p q • I b I = sitと［ーの外
に平方数を追い出せば， q.tを構成する単一素数の組

は完全に一致するから， q=tとなる。(...分母＝整数

より）
→ → → → → → 

よって， a,bの代わりに a'=sa, b'三 pbとすれば，
→ → → → → → 
la'I =lb'I, かつ a',b'のなす角は a,bのなす角と

→ → 
同じである。従って，最初から lal= lblの仮定をつ

けても一般性を失わなかった訳である。

最後に， sin20 = I -cos2 0 = I 
c"c!-b)2 
ー→ → 
I a 121 b 12 

→ → → → → → 
(a・a) (b・b)-(a・b)2 
＝ 

I a 121 b 12 
が3次元空間に入っていると，

分子cは3つ以下の平方数の和で表わされることを注

意する。

それは I-;X切=I "c!I Iかsin0⇔ c=ば12I和sin20 
＝ばx利であるからである。
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