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二重倒立振子の振り上げ制御

笠原雅人*1, 谷中大智＊＊

The Swing Up Control of Double Pendulum 

Masato KASAHARA, Daichi YANAKA 

The controlled object of this study is the double pendulum. The torque is given at one place, and two 

angles of the pendulum are manipulated. It is proposed that the gain of swing up control of the double 

pendulum using energy method is adjusted. It is controlled to be a purpose using proposed gain. 

キーワード ：二重倒立振子，振り上げ制御エネルギー法

Keywords:double pendulum, swing up Control.energy method 

1. 緒論

非線形力学，ロボッ ト工学に関する多種の概念の教育， 制

御システムの設計の基本的な理解に倒立振子はよく利用さ

れる．倒立振子は非線形性の強いシステムであり，このシ

ステムの制御は現代制御により行われる主にロボットエ

学において基礎として必要な技術であり，最近では近未来

型の乗り物”セグウェイ”や，TOYOTAの開発した倒立振

子型ロボットが本研究の応用技術によるものである．

本研究では劣駆動システム（制御入力数以上の制御量の

システム）である二重倒立振子を制御対象とする．一箇所

にトルクを与え，振子の 2つの角度を操作し，エネルギ法

を用いた二重倒立振子の振り上げ制御のゲイン調整を提案

し，そのゲインを用いて倒立させることを目的とする．

2. 制御対象

〈2・1〉 運動方程式の導出 図1に本研究のプラントの

モデルを示す ここでm1,m2は振子 1,2の総質拭，Lぃ

ら は振子 1,2の長さ， lc1'lc2はLinkl,2からそれぞれ

の重心までの長さ，Ji,I2は振子 1,2の重心周りの慣性

モーメント，そして振子 1がx軸となす角度を qi'振子 2

が振子 1となす角を q2とし，最後に重力加速度をgとし

て与える このプラン トにおいて，図1の二重黒丸で示さ

れる Linklにだけトルクを与え，qぃ q2の2つの振子の角

度の操作をする．この制御システムでは固2のプロック図

のように，条件によって制御方法を切り替え，得られた入

力をプラン トに与える．

実際に制御を行うために，プラン トに対しての重要な運

動方程式を舜出する．図1にプラン トのパラメータやそれ

に加わる力を示す．プラン トの運動方程式は図 1よりラグ
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Fig.1. 二重倒立振子
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Fig.2. システムのブロ ック線図



130 笠原 雅人・谷中大智

ランジュの方程式を用いて計算した

まず，振子 1,2についての運動エネルギK1,K2と位

置エネルギUぃ応 を考えると

K1 
1 . 
= -m1凡R + 'T 1 
2 
1 -l1iJ? ・ ・・・ ・・・・ ・・ ・・・・・・・ ・
2 

(1) 

い=m1glc1 sin q1・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・(2) 
1 ・ 1 

約＝ ー叩 R2梃＋ー11伽＋鱈..・・・・・・・・・
2 2 

(3) 

U2 = m2g(L1 sin q1 + lc2 sin(q1 + q2))・ ・・・・・・ (4) 

となる．ここで R1,R2は各重心の座標であり，

凡=[zcl cos q1 lc1 sin q1] ................ (5) 

凡＝『,cos q, + !0, cos(q, +の）r ........ (6) 
L1 sin q1 + lc2 sin(q1 + q2) 

である．これらのエネルギよりラグランジアン Lを求め

ると

L = Ki + K2 -U1 -U2 (8) 

となるこのラグランジアンLを以下に示すラグランジェ

の方程式に代入することで，プラン トの運動方程式が得ら

れる．

d fJL fJL 
-(―) -- =T1・ ・・・・ ・・・ ・・・・・・・・・・ ・・・・ ・・・(9)
dt aiJ.1 aq1 

d fJL fJL -(―) --=0  ....................... . 
dt aiJ.2 aq2 

(10) 

となるまた，プラントの運動方程式はニュー トンの第二

法則に従い，さらに行列表現を用いて

D(q)ij + C(q,q)q + g(q) = T (11) 

と書き表すことができるただし，q, T は

q = [ :: l , T = [ ~。 l (12) 

となる ここで，式の簡略化のために次の5つのパラメー

タを導入する．

01 = m晶 ＋匹月+I1 

恥=m心 +I2
03 = m山 lc2

04 = m山＋四L1

05 = m心

................ ・(13) 

このパラメータを用いることで，D(q),C(q,q), g(q)は

それぞれ次のように書ける．

D(q) = [ 01十恥+203 cosq2 
恥+03 cosq2 
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C(q,q) = 03sinq2 [ ~~2 吋10-ri2 l (15) 
g(q) = [ 04g cos q1 + 05g cos(q1 + q2) l (l6) 

05g cos如+q2) 

〈2・2〉 平 衡 点 平衡点とは振子に外から力を加え

ない限り，その点に留まることのできる点のことである平

衡点には不安定な平衡点と安定な平衡点がある．不安定な

平衡点とは外から力を加えると，そのままでは元の位置に

戻ることのできない点のことであり，安定な平衡点とは逆

に元の点に戻れる点のことである．ここで，モータを動か

さず振子が動いていない状態とすれば，運動方程式は以下

のように重力項のみとなる．

[04g co~:~::(! ご〗+ q2)] =ドl(17) 
また，平衡点の定義より振子に力が加わっていないとする

ならば，巧 =0となり，このシステムにおける 4つの平衡

点が以下のように得られる．

top pos1t1on q1 = 1r /2, q2 = 0 

mid pos1t1onl q1 =ー1r/2,q2 = 7r 

mid position2 q1 = 1r /2, q2 = 1r 

low pos1t1on q1 =一1r/2,q2 = 0 

本研究では，この内の不安定な平衡点である midposition! 

での倒立を目標とする．

3. 振り上げ制御

〈3・1〉 システムの受動性 (2.1.24)式より D(q)は

対称行列であり，

dn = 01 + 02 + 203 cosq2 

=m晶+m2且+Ii
+m心+12 + 2m山 lc2COS q2 

2:m晶 +Ii+12十四(L1-lc2)2 > 0 

そして，

ID(q)I = 0必 ー05cos2卯

= (mぷ +Ii)(m心 +h)
+m心糾＋喝L抵 sin2q2 > 0 

(19) 

(21) 

より D(q)は全ての qに対して正であることが分かる．ま

た，(13),(14)式から次の歪対称行列が得られる．

iJ(q)-2C(砂）＝釣sinq尋+q,) [ ~I~」）
さらに，Pendubotの受動性を証明するため，以下のよう

な歪対称行列の特性が用いられる．
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zT(D(q) -2C(q,q))z = 0 ¥:/z (23) 

Pendubotの位置エネルギは

P(q) = 04gsinq1 + 05gsin(q1十q2) (24) 

として定義できるまた，P(q)は次のようにg(q)に関連

する．

g(q) = 
8P(q) 

8q 

= [ 04gco輝+05gcos(q1 + Q2) 

知 cos(q1+ Q2) ] 

Pendubotの総エネルギは

1 
E(q,q) =—qT D(q)q + P(q) 

2 
1 
＝ーがD(q)q
2 

+ 04g sin Q1 + 05g sin(q1 + qz) 

で与えられる．これにより，

1 
E(q,q) =がD(q)ij十ーがJJ(q)q+がg(q)

2 

= qT (-C(q,q)q -g(q) + r) 

1 
十ーがiJ(q)iJ+がg(q)
2 
・T =q T=(J汀1

となるまた，上式について積分すると

I伝 (J1T1dt= E(tE) -E(O) 
゜

(26) 

(28) 

(30) 

(31) 

となり，ゆえにこのシステムはT1を入力， (]1を出力とす

る受動性を持つ．ここで，4つの平衡点の総エネルギはそ

れぞれ

疇 0,0, 0) = Etov = (04 + 0遁
7f 

E(--, 0, 0, 0) = Etow = (-04 -05)g 
2 

E(-%, 0,1r, 0) = Emidl = (-04 + 05)g 
(33) 

疇 0,1r,0) = Emid2 = (04 -0遁
である．

〈3・2〉 トルク計算 エネルギ法では (23)式の総エネ

ルギを使って制御系設計をするここでql= (q1ー (1r/2)),

E(q,q) = (E(q,q) -Emid1)だと考えよう．このとき， ql

とも(q,q)を0にもっていくことを考える．さらに，以下

のような リアプノフ関数の候補を提案する．

ke - ko .2 kp _2 
V(q,q) = -E(q好＋―ql十了ql (34) 

2 2 

上式において知， ko,kpは後に定義される厳密な正の定

数であるまた， V(q,q)の微分と (24)式より

V(q,q) = kEE(q,q)E(q,iJ) + kn<i1ii1 + kp希惰1

= kEE(q,q泣1巧十kn<i1iii + kpij令h (36) 

= qi(kEE(q,q)巧十knii1+ kpq;) 

となる．次に，(10)式から れ を求める．

[ i: l = D(q)ー1T-D(q戸C(q,q)q-D(q)―lg(q) 
(37) 

D(q)の逆行列は次のようになる．

D(q)― 
1 1 02 -02 - ~ 
= ID(q)I [ ー的ー~ 01十恥+2~ l (38) 

ここで ID(q)I= 0必 ー競cos2qか~ = 03 cos qzである．
これより iiiは次のように求まる．

Ql = l X 
0必—僻 cos2 作

2 
[02T1 + (([1 + ([2) 0必 sinqz (40) 

＋叶低sinqz cos qz -0必 gcosqi 

+0迅gcos qz cos(q1 + q砂l

この式の結果を受けて，簡略化のために

F(q,q) = (qi + ([2)20203 sin q2 

＋好0~sinq2 cos qz -0必gcosq1・・(41) 

+ 03059 cos q2 cos(q1 + q2) 

とすれば，

iii = l 
行02-0~cos2 卯

[02巧+F(q,q)] (42) 

と考えられるこれを (28)式に代入すれば，

v = iJ1卜（虞(q,q)+ 鱈 —~~:~os2qJ
＋ 
知F(q,q)
A1B2 -0~ cos2 q2 + kpiji] 

(44) 

となる．ここで，

面 =71(k該 (q,q)+ ko02 疇 — 吋 cos2q2) 
＋ 
知F(q,q)

＼恥 ー競cos2q2 
+ kpfi1 

(46) 

のような

V(q,iJ) = —qf (47) 

が導出される制御則を提案する.(35)式の制御則は

（→灯）＋ kD恥
(48) 鱗 — 峠 cos2q2)'F O 

のように与えられるこの制御則は任意のeが
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I方(q,iJ.)I :s 知ー C
枠01

(49) 

であるかどうかで満足させられるだろう.(35)式の制御則

を使用 したとき，振子は(26)式で示した平衡点に止まるこ

とができるまた，Emid1以外の平衡点を避けるために

I方(q,iJ.)< min(JEmidl -Emid2J, 

JEmidl -Etowl) 

= min(l-2049 + 205gl, 205g) 

とし，結果よりエネルギの偏差の制限は

IE(q,q)I < C 

c2 
V(O) = -
2 

・ ・ ・ ・ ・ ・(50) 

~ min (211,g, 1-20,g + 20,gl , k:E;, :{2) 

となる.V(q,q)は徐々に減少していく関数なので， (27)式
は初期条件が

(53) 

のようになれば固定されるだろう．最後にこの条件を使っ

て，振子の振り上げにおけるトルクの式は以下のように与

えられる．

-kDF(q,q) -(0102 -0~cos2 q2)(<i1 + kpif1) 
巧＝

(0必ー競cos2q2)k誌＋知02
(54) 

〈3・3〉 ゲイ ン調整 ゲインはエネルギの偏差の制限

と，実際に振子を動かした結果を考慮してそれぞれ設定し

た．比例エネルギゲイン枠 はエネルギの偏差に影欝し，値

が小さすぎると振子が振り上げることが出来なくなり，大

きすぎるとトルクが飽和する．振動ゲインkDIま角速度に

影響し，応答の周期を左右する.kDは減衰定数のような

働きをする. (42)式において midpositionlでのエネルギ

を考慮すると，栓 とkDの関係は次のようになる．

0 < 2(04 -05)gkE01 + € < kD (55) 

比例ゲイン kpは角度の偏差に影響し，値が小さいときは

応答が緩やかになるが，速応性が悪くなる．逆に大きくす

ると速応性は良くなるが，安定化制御にうまく切り替わら

なくなるまた，速応性が良いということはトルクを速く

振り上げることになるので， トルクが飽和する場合がある．

これらのことを踏まえて，以下のゲインを設定したな

お，midpositionlにおいて振子1は平衡点にあるため，最

初に微小なトルクをかけて動かしてやる必要がある．した

がって今回は初期トルクを ー1として与えてある．

• 実験 1

kp = 1.0, kD = 1.0, kE = 1.0 

• 実験 2

kp = 1.0, kD = 1.0, kE = 0.9 

4. 安定化制御

安定化制御のために， Pendubotの非線形な運動方程式

[~: l = D(q)―ir -D(q)―iC(q,q泊ー D(q)―lg(q)
(56) 

から

X1 = qぃ 四 ＝肛 巧 =Q2, 四＝位
尤1= X2, X2 = Ql, わ3= X4, X4 = iiz, ・ ・ ・(57) 

d=du如ー如 d21= 0必ー 0~cos2Q2 

として得られる非線形な状態方程式

x=Ax+N 

゜
D 

゜゚A=  ゜
d12C21 -d22C11 

゜
-d22C12 

゜゜゜
D 

゜
d21 en -dn c21 

゜
d21 C12 

X1 

X2 
x=  
X3 

X4 

下

り

以

6
 

，
 

,‘
,`‘ 

こJ・めたるす

―

―

 

ヒ

ーT
 

ーT
 

ィ形

2

1

 

2

2

 

d

d

 
一

線を

＋
 

ム

る

9
1
9
2
 

0

0

1

 

如

dl
テ

い

一

ー

ス

用
シ

を

で

数

9
2
9
1
 

2

1

 

1

2
 

d

d

こ

級

—
—

こ
一

1
-
d

．
ラ

-＿

る

イ

す

テ

Z

化

な

形

う

線

よ
を

の

af 
fa(X, u) =fa(Xr, Ur)+ - (x -Xr) ax 

°'r ,Ur 

＋ 
af 
au ー (u-叫）
a,r ,Ur 

u
 

ー

°
恰
°
恰

u
 

ヽ
ー

/
-
I

_

r
 
u

+

 

，
．
 

x
 

？
 

r
u
 ―
―

 

x

8

 

，ー
、
f

a

o

o

1

0

 

8
 [

o
紐
°
紐

」ヽ
ー
9r
 
u

1

0

 

0

0

 

？
 

U

,

、

b

r
x
 

＋
は
8

o

紐
°
紐

x
f
a
 

A

8

-

―
 

＝

＝

＝

 

.x
 

(58) 

(59) 

(60) 

(63) 

このとき， xは運動方程式によって与えられる状態ベクト

ル，uはPendubotの制御入力である．平衡点近傍でシス

テムは線形であると仮定し，これにより線形化された状態

方程式を求めれば，

(64) 

となる．ここで，不変パラメータと平衡点における値から
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各要素を計算すると

5
 

8
 

3
 

7
 

2
 

0

2

0

 

ー
-

1
 

-l
 ＝
 

•8 

1 0 

0 29.35 

0 0 

0 41.33 

>X+ [ j::} (65) 
が得られる．

5. 最適レギュ レータ問題

次の評価関数

00 

J=区[x(il年 (i)+ Ru(i)2 (66) 
i=O 

］ 

が最小にするようにリカッチ方程式を解き，そこから最適

な制御入力 u= -Kxを得るために，求めた A,bと最
適レギュレータの重みQ,R, そしてサンプリング周期を

T(= 0.005[s])として，安定化のためのフィードバックゲイ

ンを求めた今回， MATLABのlqrdコマンドよりその計

尊を行った．

mid positionl (Q = diag(200 0 1 0), R = 1) 
K = [I<1 妬 J<3氏］

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・(67) 
= [86.18 9.457 111.6 14.58] 

このフィードバックゲインを用いて，安定化制御における

トルクの式は以下のように与えられる．

巧=I<ふ— k祁 +I<函 ー K心 (68) 

6. 実験結果

図3から図5にLabVIEWによる出力結果を示す．ただ

し，図3,4は振子が倒立するまでの時間が長くなってし

まったため，振り上げ制御のときと，安定化制御へ切り替

わったときの波形に分けているだけであるので，ゲインが

同じということに留意してほしい

7. 結論

既存のエネルギ法のプログラムには多くの間違いがあっ

たため，倒立が実現されている部分フィードバック線形化

法のプログラムを参考にしてそれを改善し，midposition 1 

におけるエネルギ法での振子の倒立を成功させることがで

きたまた，Q1の値が発散しない限り（振子1が回ってし

まわない限り），おおよそでゲイン調整をするだけで倒立

することが確認できた

図4,5において，回転角でQ1が約 ー90°,Q2が約 180°

となっているところ，かつ回転角速度が 0に収束していく

ところから安定化制御に切り替わっているということがよ

く分かるまた，図3,4はゲインが kp= 1.0, kD = 1.0 
，栓=1.0の場合であるが， トルクの出力結果を見ると飽

和してしまっている．しかし，図 5では知を 0.1小さく

- 三r・-曹... ·~,:1 

（振り上げ制御のとき）

団ク

Lニ::__., . • • , . .-'.'" • . • . ・-・ 

IOヽ
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暉

I . . . . ・.. . .. ・... . • . . .'_.::l .. 

.:£ 

Fig.4. 実験1 kp = 1.0, 知=1.0, ke = 1.0 
（安定化制御へ切り替わったとき）
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Fig.5. 実験 2 kp = 1.0, 知=1.0, ke = 0.9 
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しただけであるが， トルクはぎりぎり飽和していないこと

が分かる．

今回はそれぞれ1周辺のゲインでしか動作確認をしてい

ないが，細かくゲイン調整を行えば，より小さなトルクか

つ無駄の無い動作で倒立させることが可能であると考えら

れるまた， BalancingControl Gainsとプログラム中の

判定条件を変更すれば，エネルギ法による toppositionで

の倒立も可能であると思われるなお，ゲイン調整の方法

についてだが，過去の方法には従わずに，実際の振子の軌

きと LabVIEWによる出力結果を見ながら調整するという

のが，今のと ころは最良の方法だと思われる．
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