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有限変形弾塑性スペクトル確率有限要素法 

の定式化とそれに関連する分岐解析について 
 

 
中川 英則*１ 

 
 

 Formularization of Finite Deformation Spectral Stochastic Finite Element Method  

and the Related Bifurcation Analysis 
 
 

Hidenori NAKAGAWA 
 
 
      This paper presents a framework for the construction of finite deformation Spectral Stochastic Finite 
Element Method (SSFEM) which is the expansion of the former research carried out in a range of small 
deformation theory. In addition, we report on the results of benchmark tests to check the effectiveness of the code 
made in a framework of ordinary nonlinear FEM as preparations before considering the stochastic phenomena. 
Furthermore, we carried out the two and three dimensional elasto-plastic bifurcation analysis conducting 
branch-switching procedures that are required as a fundamental research to construct finite deformation SSFEM. 
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1．はじめに 

 

 スペクトル確率有限要素法 1)は，構造・形状や

材料特性が正確に分からない物体に対し，そのパ

ラメータの不確からしさを確率として表現した確

率モデルを効率よく解くための手法である．パラ

メータの値を変えながら何度も計算を必要とする

モンテカルロ法に対し，1回の計算で目的対象の 

確率密度関数を得ることができる．その手法を，

準静的状態と微小変形の仮定の範囲で，弾塑性体

の解析に用いることができるように開発したもの

が非線形スペクトル確率有限要素法 2) , 3)である． 

本紙面では，それに続くものとして準静的状態 

 

ではあるが，有限変形理論にまで拡張する場合の

定式化について検討する．本論文の構成は以下の

ようである．２章において，確率を導入する前段

階として，既往の研究 4), 5), 6)を参考に有限変形弾塑

性有限要素法の解析コードの作成とそれに基づく

分岐解析の結果について述べる．これは，非線形

スペクトル確率有限要素法を有限変形の枠組みで

考え，そのプログラムを作成する際の下地となる

ものである． 特に，幾何学的非線形性に大きく関

わる分岐解の存在は，有限変形の範囲にまで理論

を拡張した際に再現できなくてはならない現象で

あり，確率を導入していない通常の有限要素法で

分岐解析 7)に基づきそれを再現しておくことは必

要不可欠な準備といえる．続いて３章において， 
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確率ቃ⏺値ၥ㢟をタ定し，有限変形理論にまで拡 

張する．その際に，� つの仮定を導入する．その

仮定は，非線形スペクトル確率有限要素法で導入

された仮定 2) , 3)の⮬↛な拡張となるものであるが，

その正ᙜ性を数学的に♧すことは」㞧㐣ࡂるため，

数値解析を通してそのことを♧すはない．それ

を㋃まえて，ᚋのㄢ㢟として㸲章にまとめた． 

 
㸰．塑性Ᏻ定⌧㇟とその解析 

 

㸰．㸯 ቃ⏺್ၥ㢟のタ定 

 

ᅗ 1 に♧すように，㐃続体が้ �t において

༨める体✚を基準㓄⨨V ，้tにおいて༨める

体✚を現在㓄⨨vで表す．また，基準㓄⨨V にお

いて⨨ VX にあࡗた物㉁Ⅼが㐠ືし✵㛫

⨨ vx となる関ಀをḟの関数で表すことにする． 
( , ) ( , � )V    t tx X X  

ここで，関数は㐃続微分可⬟であࡗて，またX
とxの対ᛂについては det> @ � X とする． 
現在㓄⨨vにおいて静的可ᐜᛂຊ場 ( )t x が‶た

す式をḟに♧す �)．ここに，t は&DXFK\ ᛂຊで

あり，ᕥ⫪グྕは現้を表し，ᕥ下グྕがない

場合には，現้と参↷้がྠࡌであることを

ពする 4),  �)． 
div ( )

( )

T







  





�
ෆ㒊において

ᛂຊቃ⏺ において

t

t t

t

v

v
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㸰．㸰 有限要素定式化 

 

ୖグの静的可ᐜᛂຊ場 ( )x のつり合い式に， 

 
 
一階までの導関数が ( 2)p   /HEHVJXH 可✚分

である௵ពの変関数 ( )u x をࡌ㡿ᇦvでの✚

分をとることでḟのᙅ形式を得る 11), 12)．ణし，変

ቃ⏺ uv において ( ) ( )u vu x u x を‶たす

ものとする． 

(div ) �

( ) � � (2)
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ここに， 
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R d d d



 

                 

       t
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である． 
ここで，้tẖにỗ関数 ( )W u は変関数 ( )u x
がྵまれる6REROHY✵㛫ୖのᙉᅽ的㐃続一ḟ形

式となࡗている 11), 12)．そのため，➨一変分

( ) �W u を‶たす解 ( )exactu x をồめれࡤよい． 
➨一変分は*DXVV の発ᩓ定理を用いてḟとなる． 

( ) � (3)W d R    t t

v
v u  

( )R d d


   


    ణし，
t

v v
s vt u g u  

 
ここで， ( ) �W u はuについて非線形となるた

め，通常は 1HZWRQ�5DSKVRQ 法なの解法

を用いる．以下，ῧえᏐのkは回数を表す． 
 

( ) ( )> @ �
( )> @ ( ) (4)

k k

k k

W D W
D W W

 
 

 
   

u u u

u u u
 

ᅗ㸰 ࣋ン࣐ࢳークモデル 1�) 

(1)

ᅗ㸯 基準㓄⨨V と現在㓄⨨v
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ここで，*DWHDX[ 微分 ( )> @D W u u  を計算する

ことは↹㞧なので，通常はḟの᪉法を用いる �)，13)． 
( ) ( ) (5)d W d W

dt d
 

  u u
u

u
 

すなわࡕ，tで微分して uについてまとめること

でu᪉ྥの微分を得ることにする．式(4)は 

� �

( )( )> @
(6)

� ( )

d WD W
dt

d R



 
x

x

  

    


u
u u

t t

v

t

v t t 

 

となる．ここに，� �xはラ࣋ルXをᅛ定してtに

ついての導関数(物㉁㛫導関数)を表す �) , �)．ここ

で， ( )R xt tはXの変化が関ಀしてくるためཝ

密にはࢮロではない 14) が，ここではእຊ㡯として

の体の変化は小さいものとして考៖しないこと

にする． 
したがࡗて，式(4)はḟのようにまとまる． 

� �� � (7)d R d  
x

    t t t

v v
v t v     

 
以下，式(7)のᕥ㎶のᒎ開にあてる．しかしなが

ら，現㓄⨨ ( , ) tx X について物㉁㛫微分をと

ることは↹㞧なため，ඹᙺなを成すように変

形前の基準㓄⨨に SXOO�EDFN�)� 14)し，そこでXを

ᅛ定してtについて微分をとる 13)� 14)．  

� �� � (�)d dV   t t t

v V
v  3 %  

 
 
ここに 3 は➨２ 3iola-Kirchhoff ᛂຊ， % は

Green-/agrange れ表し，ᕥ⫪グࡒみをそれࡎࡦ  ྕ
は現้，ᕥ下グྕは参↷้をそれࡒれ表すも 
のとする 4), �)．変形໙㓄テンࢯル&，およࡧ体✚

変化率 det* &を用いて，➨２3iola-Kirchhoff ᛂ
ຊ3は以下のように定⩏される． 

�
1 (�)T

-
   t t & 3 &  

また，3とඹᙺなࡎࡦみであるGreen-/agrange ࡦ
⩏その変分%は以下のように定ࡧみ%およࡎ

される． 
 

�
1
2

T T                                   

t u u u u
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X X X X
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ここで � �� dV t t

V
3 %  の㛫微分をとると， 
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updated /agrange 形式とするため，これをさらに現 
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పῶ✚分(SRI)を用いた解析結果のẚ㍑ 

ᅗ㸱 ࣋ン࣐ࢳークテスト 1�)と解析結果�◚線� 

とのẚ㍑ (බ⛠ᛂຊ � � Yとくࡧれ �v 7 ) 
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在㓄⨨vに SXVK�IRUZDUG する �) ,13), 14)．現㓄⨨vを
基準㓄⨨とする➨２3iola-Kirchhoff ᛂຊ t

t3の㏿度

である 7UXHVGHOO のᛂຊ㏿度 t
t3と �

t3 の㛫にḟの

関ಀが成り❧つ �) , 14)． 
1

� (11)T-      t t
t3 & 3 &  

この関ಀを用いると，式(7)のᕥ㎶は現在㓄⨨vに
ついてのḟ式となる． 
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以ୖより，式(7)はḟのようになる． 
    

1^ � � ( ) `
2

� (12)

T Td d
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ୖグを updated /agrange 法におࡅる᥋線๛性᪉⛬

式という 4), 5), 6), �)． 
 
㸰．㸱 弾塑性ᵓᡂ๎ 

 

 文⊩ 4), 5)にᚑい弾塑性構成則としては， 2- ὶれ 
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則を᥇用した．ᐈほᛂຊ㏿度は，┦対.LUFKKRII 

ᛂຊの -DXPDQQ ㏿度 (-)Ö
<

4tt を用いる．これによ 
り，対⛠な᥋線๛性࣐トࣜクスを得ることができ

る �)からである． $はࡎࡦみ㏿度(ストࣞࢳࢵン

グテンࢯル)を表すものとすると， 2- ὶれ則は以

下のように♧される． 
(-)Ö � (13)ep
<

4 # $t t
t t  
 

ep#tt をᣦᶆ表グするとḟのよう． 

2
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ここに，(はࣖング率，Q はࢯ࣏ンẚをそれࡒ

れ表すとして， �^2(1 )`* ( Q  である．また， 
 は┦ᙜᛂຊ， c は೫ᕪᛂຊ，

p は┦ᙜ塑性ࡦ

，みࡎ \ は㝆అᛂຊをそれࡒれ表している． 
ここで，updated /agrange 形式の式 (12) では

7UXHVGHOO のᛂຊ㏿度 t
t3を用いているため，以下

のように┦対 .LUFKKRII ᛂຊの -DXPDQQ ㏿度 
(-)Ö
<

t
t4 からの変を⾜う 4), 5), 6), �)． 
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<

 t t t t
t t  3 4 $ $  

 

ᅗ㸴 ᖹ面ࡎࡦみ状態のつり合い⤒㊰
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これにᚑい updated /agrange 法におࡅる᥋線๛性 
᪉⛬式(12) は᭱⤊的にḟのようになる 4), 5), 6), �)． 
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㸰．㸲 ࣮࣐ࢳࣥ࣋クࢸストとのẚ㍑ 

 

䠎䠊䠎⠇，䠎䠊䠏⠇の定式化に基づき作成した有限 
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要素解析コードの⢭度検ドを⾜うため，ᖹ面ࡎࡦ 

みᘬ張りに関する࣋ン࣐ࢳークテスト1�)とのẚ㍑

を⾜ࡗた．用いた解析モデルと要素分をᅗ�に

♧す．本解析で用いた᮲௳は，࣋ン࣐ࢳークに用

いられた᮲௳とには一⮴していない．࣋ンࢳ

ーク࣐ 1�)では➃面AB �&Dに一ᵝな変ቑ分を

えているが，本解析では➃面AB �&Dに一ᵝなᘬ

張り分ᕸⲴ㔜をቑ分としてえている．これは，

ḟ⠇にグす分岐解析を⾜うにᙜたり，参↷した文

⊩ 4), 5), 6)のቃ⏺᮲௳にᚑࡗたためである．そのの

᮲௳はてྠࡌである．その᮲௳を以下にグす． 

 

(3randtl-Reuss の関㐃ὶれ則� 

von Mises の㝆అ関数㸸 2 21 H( )
3

p)  ª º ¬ ¼  

( )

H( ) 1 ( )

\
Q

p
p

\ \
\

(   

    


 
  

        

 

2�� Gpa , � 1� 5��
�.�625 , �.333

\ \( (
Q

 

Q

  

 
 

 

またቃ⏺᮲௳についてὀពすべきⅬは，࣋ン࣐ࢳ

ーク 1�)では➃面AB �&Dはᅛ╔としているⅬ

である．ᚋ述䠎䠊䠑⠇の分岐解析においてもᅗ�と

ークのモデル࣐ࢳン࣋，要素分を用いるがࡌྠ

と␗なるⅬは，ቃ⏺᮲௳として➃面AB �&Dが

ᅛ╔となࡗていないことである． 
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文⊩ 1�)に♧されているࠕබ⛠ᛂຊi � \  とఙࡧ

�u /ࠖおよࠕࡧくࡧれ率 �v 7 とఙࡧ �u /ࠖの࣋ 

ン࣐ࢳーク結果に回の解析結果を◚線でຍえ合

わࡏたものがᅗ�である．文⊩ 1�)によると，ᅗ�

はྠ一プログラムおよࡧᅗ�の要素分のもとで，

用する要素のみを変᭦した場合のẚ㍑である．

ᅗ � において，%/ はపῶ✚分を一ษさない �
⠇Ⅼ要素による ���✚分，&7 は୕ゅ形要素

による✚分，%/5は ��� の✚分Ⅼによるపῶ✚

分，465は � ⠇Ⅼࢯパラメトࣜࢵク要素によ

る✚分をそれࡒれ表している．回の解析では，

���✚分およࡧE�EDU法による㑅ᢥ的ḟ数ప

ῶ✚分(65,)15) を⾜ࡗたため，そのうࡕの ���
✚分によるものを◚線でᅗ�に㏣ຍしている． 
%/ とẚ㍑した結果，i � \  について┦対ㄗᕪは

᭱大で ����であり，ࠕi � \  と �u /ࠖに関しては

⢭度よく一⮴する．しかし，くࡧれ率 �v 7 につ

いて┦対ㄗᕪは᭱大で ����となり，ⱝᖸᅛめの解

析結果となࡗた．また，✚分およࡧ㑅ᢥ的ḟ

数పῶ✚分(65,)による解析結果のẚ㍑がᅗ � で

ある．65, を用いることにより，✚分よりは

ᰂらかい結果となࡗたが，ᅗ � に㍕ࡗている

G1,G2a,G3 までとはいかなかࡗた．G2a のように，

��� の✚分Ⅼによるపῶ✚分を⾜えࡤさらにᰂ

らかい結果となることがணされるが，それ以ୖ

の解析は⾜わなかࡗた． 
 
㸰．㸳 分岐解析 
 
本研究では，ึᮇ不正の導入により分岐⤒㊰で

のᣲືをఝホ౯する解析ではなく，⣔での

分岐解析を⾜う．したがࡗて，基本⤒㊰ୖで分岐 

 
 
 
 
 
Ⅼの⨨をồめ，分岐⤒㊰᪉ྥのษ᭰え᧯作 7)

を⾜うことで分岐モードをồめることになる．ま 
た䠎䠊䠐⠇ではゝཬしなかࡗたが，Ⲵ㔜ᴟ大Ⅼおよ

それ以㝆の不Ᏻ定解析を⾜うために，本解析でࡧ

は計算ࡈとに㉸ᖹ面を᭦᪂するᘼ㛗ไᚚ法 �)

を用いている．文⊩ 4)，5，6)によると，分岐にお

，る㝆అ状態から㝖Ⲵの可⬟性を㝖することでࡅ

Hill の線形ẚ㍑体 16)を用いた場合とくྠᵝに，

᥋線๛性࣐トࣜクスの特␗性᮲௳のุ定ࡅࡔで分

岐Ⅼの⨨をồめることができることが♧されて

いる．そこで，本研究でもこの᪉法を用いた．ま

た，分岐⤒㊰のษ᭰え᧯作については，ᅛ有値

解析をే用することなく，᥋線๛性࣐トࣜクスの 
T/D/ 分解により㈇のᅛ有値をもつⅬ(Ⲵ㔜ᴟ大

Ⅼは㝖く)をㄪべ 17)，変ಟ正࣋クトルの㐺ᙜなス

のㄏ導をーࣜングにより⤒㊰から分岐⤒㊰ࢣ

⾜う Scaled -&orrector 法 6), 7), �), 17)を用いた． 
２ḟඖの塑性不Ᏻ定解析では，ᅗ�に♧すよう

にᖹ面ࡎࡦみ状態におࡅるᘬ張りၥ㢟 4), 5), 6)をྲྀ

りୖࡆた．要素分は࣋ン࣐ࢳークのモデルとྠ

ᅗ�のものを用いたが，➃面ABࡌ �&Dがᅛ

╔となࡗていないことをここで再度ᙉㄪしておく．

すなわࡕ，➃面ABୖにある⠇Ⅼは， x㍈᪉ྥ

は⮬⏤に可ືでき変ᣊ᮰していない．ࠕබ⛠ᛂຊ
i � \  とఙࡧ �u / のࠖ関ಀをᅗ�に♧す．◳化ᆺ

の構成則を用いていながらもⲴ㔜ᴟ大Ⅼが存在し，

そこでも᥋線๛性࣐トࣜクスは㈇のᅛ有値をもつ．
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ᅗ1� �ḟඖ塑性不Ᏻ定解析のつり合い⤒㊰

ᅗ11  ᅗ 1�ୖの u�,  ���� Ⅼでの塑性

 み分ᕸ(ᕥ㸸⤒㊰，ྑ㸸分岐⤒㊰)ࡎࡦ

12 中川　英則



27.11.5　小山高専　紀要 48 号　12

 

ᅗ�の⤒㊰ୖに࣐ークされた，分岐Ⅼおよࡧ �u /
が �.3 となࡗたⅬにおࡅる塑性ࡎࡦみ分ᕸをᅗ

� およࡧᅗ � に♧す．⤒㊰ୖでは常に変形は一

ᵝである．分岐⤒㊰ᯞ分かれしたⅬ(ᅗ�の分

岐Ⅼ)では，ᅗ�に♧すように⤒㊰ୖでのṍ分ᕸ

との㐪いは現れていないが， �u /が �.3 になࡗた

Ⅼでの୧⪅の塑性ࡎࡦみ分ᕸは大きく␗なるこ

とが分かる．ᒁᡤ変形が一㒊に㞟中するとともに，

の㒊分では㝖Ⲵの状態となࡗている．㻌

� ḟඖの塑性不Ᏻ定解析では，ᅗ � に♧すよう

にY㍈᪉ྥのཌみが小さいᖹ面ᛂຊ状態に㏆いᘬ

張りၥ㢟をྲྀりୖࡆた．このような要素分にし

た理⏤は，計算ᶵのスペࢵクに合わࡏて解析の⮬

⏤度をⴠとしながらも，ᑗ᮶にྥࡅてฟ᮶るࡅࡔ

᪩くに 3 ḟඖ解析を導入する必要があるためであ

る．文⊩ 4)とྠᵝに，ᅗ � の➃面�ᩳ線�にᘬ張ຊ

をえてもᆒ一変形となるቃ⏺᮲௳を用いた．こ

のቃ⏺᮲௳は，( )x ,Y ,Z ᪉ྥの変を( )5 ,V ,7 ，

表面ຊを 1 2 3( )t ,t ,t とするとḟのように表ࡏる． 
㻌

2 3

3 1

1 2

)

)

)

� , � ( �
� , � ( �
� , � ( �

8
V
W

    
    
    

の面において

の面において

の面において

t t x

t t Y

t t Z

 

 
බ⛠ᛂຊࠕ i � \  とఙࡧ �u /ࠖの関ಀをᅗ 1�

に♧す．� ḟඖ解析とྠᵝに，� ḟඖ解析におい

ても，Ⲵ㔜ᴟ大Ⅼを㏄えた┤ᚋに分岐が発⏕して

いる．ᅗ11は �u /が �.15 となࡗたⅬにおࡅる

塑性ࡎࡦみ分ᕸである．⤒㊰ୖでは常に変形は

一ᵝであるが，分岐⤒㊰ୖでは �u /がまࡔ小さい

段階では塑性ᇦが体に一ᵝに分ᕸしているが，

やがて �u /のቑຍとともにᒁᡤ変形が一㒊に㞟

中し，の㒊分では㝖Ⲵの状態となࡗている．ᅗ

� に♧す要素分は⢒いため，ᒁᡤくࡧれを再現

するまでには⮳ࡗていない 1�),1�)が，ᒁᡤくࡧれを

㉳こすであࢁう⨨に塑性ࡎࡦみが㞟中している

ことは確ㄆできる． 
 
㸱．有限変形弾塑性スペクトル確率有限 

要素法 

 
以下の䠏䠊䠍から䠏䠊䠏⠇においては，有限変形に

拡張する際に弾塑性のᢅいでコとなる㒊分に↔

Ⅼを⤠りㄝ᫂を⾜い，非線形スペクトル確率有限

要素法のᐜに関するヲ⣽は，の文⊩ 2), 3), 2�)に

ㆡるものとする．また，確率変数となるᗙᶆの᭦

᪂およࡧ変形໙㓄のᢅいに関してもの文⊩21)に

ㆡるものとする． 

㸱．㸯 確率ቃ⏺್ၥ㢟のタ定 

 

ここでᢅう㐃続体vの確率モデルとは，材料特

性の１つであるࣖング率(が正確に分からない 

物体に対し，その不確からしさを確率的に表現し 

たモデルをᣦす．通常の確率㐣⛬では，㛫的に

変化する確率変数をᢅうが，ここでは㛫の௦わ 

りに✵㛫的に変化する確率変数として，ࣖング率

を ( , )( Zx で表す．ここでZはᶆ本✵㛫:のᶆ本 
Ⅼを表し，xは㐃続体vෆにおࡅるⅬの⨨ᗙᶆ

を表している．ቃ⏺᮲௳がえられた㐃続体vに
おࡅる変 ( 1 3)( , )L LZ  㹼u x はḟの確率ቃ⏺値

ၥ㢟の解となる．以下，物体ຊがാいた状態を基

準とするため，物体ຊの㡯は現れないものとする． 
 

^ `
, ,

, ,

, ,

> ( , ) ( , ) @ �
1 ( , ) ( , )
2

(17)( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ))

( , ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( )

e
LMkO k O L

LM L M M L

e
k O k O k O

L M M LL
u

L L

I


Z Z

 Z Z

Z Z O Z Z

 Z
Z







 

   
 

 



  

 


 

ᛂຊቃ⏺ において

変ቃ⏺ において

t

# u

u u

u u

N t v

u u v

x x

x x

x x x x

x x x
x x

 

 
式(17)を┤᥋的に解くかわりに，以下䠏䠊䠎⠇に述

べる確率ỗ関数�ࢿ࢚ルࢠー関数�について␃ၥ

㢟を作り，そこに༊分的に値をᣢつ✵㛫について

の基ᗏ関数およࡧ�ḟ確率㐣⛬について確率変数

がᒓする Hilbert ✵㛫について⣔を成す基ᗏ

関数を用いて㞳ᩓ化した㏆ఝ᪉⛬式を解く 22), 23)．

そのとき，弾塑性体について้tの▐㛫ẖに成

り❧つỗ関数 3), 14), 24), 25)に関して以下のୖ下⏺定

理 3), 25)が成り❧つ． 

 

㸱．㸰 ୖୗ⏺定⌮ 3), 25) 

 
以下はZ:をᅛ定するẖに成り❧つ，ࢧンプ

ルパスについての不➼式である． 
࠙ uv 面ᅛ定の場合 ࠚ 

v ୖで L Lt t およࡧ uv ୖで �L u の場合 

> @ , ,
1( ), ( )
2

(1�)

e e
L M LMkO k O

L L

& u & u dV

u d6


Z Z



3  







  

 

v

v
t

u  

ここに， , , ( )e
L M L M LMu u IO     である． 

> @ 1
c

,

1( ), ( ) ( )
2

(1�)

LMkOLM kO LM LM

M LM L

& & I dV

dV

Z Z   O 

P 

3   







   

 

v

v

  

このとき，ṍࢿ࢚ルࢠーを 
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, ,
1 ( , ) (2�)
2

( ) e e
LMkO L M k O( & u u dVZ Z    

v
5 x  

とおくと，ḟ式が成り❧つ． 

> @ > @c( ), ( ) ( ) ( ), ( ) (21)& &Z Z Z Z Z3   3  5 u  

 
࠙ v 面⮬⏤の場合 ࠚ 

v ୖで �L t およࡧ uv ୖで L Lu u の場合 

> @ , ,
1( ), ( ) (22)
2

e e
L M LMkO k OY

& u & u dVZ Z3     u  

> @ 1
c ,

1( ), ( )
2

(23)

LMkO

u

LM kO M LM L

LL

& & dV dV

d6

Z Z   P 



3   



 



    

 

v v

v
u t



このとき，ḟ式が成り❧つ． 
 

> @ > @c ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) (24)& &Z Z Z Z Z3   3  5 u  

 
ణし，式(1�) (2�), (22), (23)㹼 のྑ㎶について正確 

には ( , )Lu Zx � ( , )LMkO& Zx � ( , )LM Zx � ( , )MP Zx � 
( , )L Zt x と᭩くべきであるが，グ述をぢ᫆くするた

め変数にᙜたる㒊分( , )Zx を┬␎した．また，式

(1�) の➨２㡯におࡅる ( )LM LMIO   は， c ( , )&3  の

᭱小値を � にᥞえるために㏣ຍした㡯である 25)． 
本ၥ㢟のタ定では， uv 面ᅛ定としてⲴ㔜変

を解析モデルの➃面にえる．そのため，式(21)
の不➼式をྲྀりୖࡆる．すると， �Z Z をᅛ定す

るẖに以下の不➼式が成り❧つ． 
 

� � � c � �( ), ( ) ( ) ( ), ( )& &Z Z Z Z Zª º ª º3   3¬ ¼ ¬ ¼ u 5  
 
ここで，ୖ式のᕥ㎶ � �( ), ( )&Z Zª º3 ¬ ¼u  におࡅる

�( )Zu は， �Z Z をᅛ定するẖに㐠ື学的可ᐜ変

場 �)を構成する関数✵㛫の中で௵ពの関数をྲྀ

りືく．その中で， �( )exact Zu なものが᭱大値をྲྀ

り �( )Z5 に一⮴する．また，確率変数ではない関

数 uも㐠ື学的可ᐜ変場を構成する関数✵㛫の

中で௵ពの関数をྲྀりືき，やはり exactu なものが

�( )exact Zu に一⮴する．したがࡗて，ḟの不➼式が

成り❧つ．  
� �, ( ) ( ) (25)& Z Zª º3 ¬ ¼ 5u   

式(21)のྑ㎶についてもྠᵝである．よࡗて， 

� � c �, ( ) ( ) , ( )& &Z Z Zª º ª º3   3¬ ¼ ¬ ¼ u 5  
が成り❧つ．ここで，୧㎶のᖹᆒをとることで， 

11
c, ( ) ( ) , ( ) (26)& &Z Z Z

ª º3 ª º 3¬ ¼ « »¬ ¼
  5 u  

が導かれる．ここで現れた ( )& Z およࡧ

11( )& Z
 をもつᅛ体を࢘ࣂンデングメデ

とよࡧ
rv で表す 3)．なお，式(21) � (24)において

ᕥ㎶とྑ㎶に現れるỗ関数3およࡧ c3 は一⮴し

ていないことをᙉㄪしておく．このⅬについては，

Hashin-Shtrikman の変分ཎ理を用いることで解ᾘ

され，さらには୧㎶の不➼式のᖜをさらにࣕࢩー

プに⊃めることができる 3), 26)． 
 

㸱．㸱 有限変形弾塑性スペクトル確率有限要素 

    法 

 
確率ቃ⏺値ၥ㢟 式(17) の㏆ఝ解を計算するた

めに，式(1�)の3について␃ၥ㢟を作り，それ

を㞳ᩓ化する．ල体的には， � 3  は確率に関

する㒊分を㝖いて式(16) にᖐ╔する 14)ため，式

(16) にࣖング率が確率変数であることをຍし

て㞳ᩓ化すれࡤよい．そこで，式(16) のᕥ㎶➨ �
㡯に現れる �ep    3 # $ $ $t t t t

t t   につい

て確率をຍするとḟのようになる． 
(-)Ö( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) �^ ( ) ( ) ( ( )) ` (27)
( ) ( ) ( ) ( )

e )

Z Z Z Z Z Z

Z Z O Z Z
Z Z Z Z

    

  


    

<





3 4 $ $

# $
$ $

t t t t
t t

t

t t


 


 

 

 
ここに，Oは塑性ಀ数，) は㝆అ関数を表す．ま

た，) はᛂຊの関数となࡗている．ࣖ ング率とい

う材料特性⮬体が確率的に変ືするに，ᛂ⟅で

あるᛂຊ⮬体も確率的に変ືしてくるため，ᛂຊ

の関数である ( ( ))) Z t
  を確率的にཝ密にᢅ

うことは㞴しい．また，式(27)の➨ �㡯 

( ) � ( ) ( ( )) (2�)e )Z O Z Z #  t  

は �㔜の確率変数の✚となࡗているため，ཝ密に

㞳ᩓ化することは非常に↹㞧である． 
このၥ㢟を回㑊するため，文⊩ 2), 3)にೌࡗてḟの

ようにする．まࡎ，㝆అ関数) をᛂຊのᖹᆒ値

( )Zt まわりのᦤືᒎ開する．すなわࡕ， 

� �( ( ) ) ( ( ) ) ( ) (2�)) ) 2Z Z Z  t t t t   

とする．するとここで， ( )Zt をồめる必要が

ฟてくるわࡅであるが，それには式(13)のᖹᆒ 
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( ) ( ) ( , ) (3�)dZ Z Z
cc    tt t
tt

t   x  

をồめれࡤよい．そこで，┦対 .LUFKKRII ᛂຊの

-DXPDQQ ㏿度から&DXFK\ ᛂຊ㏿度に変する 
と以下となる． 

`

(-)Ö( , ) (tr )

( ) �^ ( ) ( ) ( ( ))`
(31)

( ) ( ) ( ) ( ) (tr ( )) ( )

e )

Z

Z Z O Z Z

Z Z Z Z Z Z

     

   


     

<



 t t t t
t t

t

t t t



  



  

 x 4 7 7 $

# $

7 7 $
 
しかしながら，ここで再ࡧ式(2�) のၥ㢟が⏕ࡌる． 
そこで，

rv ෆのᛂຊ LM r
をᐇ際のᛂຊᖹᆒ

( )Zt の௦わりに用いることを考える． 
そのための仮定を � つタࡅ，式(27) � (31) に㐺用

する． 
 
௬ᐃ㻝: ࢘ࣂンデングメデ

rv におࡅる 
ᛂຊ

rt は，
t のୖ下⏺をえる． 

 
そして，確率変ືが小さくなれࡤᙜ↛ながら，

rt は
t に㏆づいてࡺく． 

この仮定 �により式(27)はḟのようになる． 
( ) ( ) �^ ( ) ( ) ` (32)

( ) ( )

e( )Z Z Z O Z
Z Z

r

r r

  


    

 


t
t

t t


 
3 # $

$ $
 

ここに， ( ) ( , )e e(Z Z# x # である． 
 
௬ᐃ㻞㸸࢘ࣂンデングメデ

rv  におࡅる 
ᛂຊは，ࡎࡦみおよࡧ塑性ಀ数のᖹᆒ 
を通ࡌて関ಀづࡅられる． 

この仮定 �により式(31) はḟのようになる． 

( ) ( ) � ( ( ) ( ) )
(33)

( ) ( ) tr( ( ))

e( )Z O Z

Z Z Z

r r r

r r r

   


     

t
t t t



  

x x # $

7 7 $

 
これらの仮定は，文⊩ 2), 3)においては，微小ࡦ

みの理論の枠組みにおいて確率変ືが小さい場ࡎ

合に成り❧つ関ಀ式として用いられているもので

ある．しかし，微小ࡎࡦみの理論と有限変形で状

ἣが␗なりὀពしなࡅれࡤならないのは，式(27)
におࡅる ( ) ( )Z Z t$  の㡯のᙳ㡪が関ಀしてくる

Ⅼである．仮定 �のもとで，式(32) では ( )Z r t$ 
としているが，これは 

( ) ( ) (34)2Z    t t t t     
と㏆ఝしていることに変わりない．確率変ືが小

さい場合にはもࢇࢁࡕၥ㢟はないが，微小ࡎࡦみ

の理論におࡅる式 (2�) の㏆ఝとは␗なるもので

ある．式(2�) の㏆ఝでは，㝆అ関数) を一度通

してからそのᦤື㏆ఝをとࡗているため， ( )Zt
の変ືが) を通ࡌて小さくᢚえられている可⬟

性もあると考えられる．これらの㏆ఝについての

は，数値解析を通ࡌてのくらいの変ືᖜであれ

 ．この㏆ఝが成り❧つかをㄪべる必要があるࡤ
ここで，式(16) のᕥ㎶➨ �㡯に確率をຍする

とḟのようになる．  
1( ) � ( ) (35)
2

T TZ     t
t t & , , &  

この㡯についても，仮定 �より， 
1� ( ) (36)
2

T T r    t
t t & , , &  

となる．ここでもやはり，式(34) の㏆ఝが現れ， 
確率変ືが小さい場合においてはもࢇࢁࡕၥ㢟な

い．以ୖ，式(32) � (33) � (36) を式ᒎ開において

うことは，ࠕ確率変ືが小さࡅれࡤ とࠖいう᮲௳と，

式(33)の成❧をྠに要ồするが，式(27) � (31) � 
(35)  を┤᥋解くことを考えれࡤかなり⦆され

たといえる．ここで，式(34) の㏆ఝを確率変ືが

大きい場合にも成り❧たࡏるための解Ỵ⟇として

は，えࡤ， multi�element polynomial chaos 
method27)のように，ணめ確率✵㛫を小確率✵㛫に

分し，変ືが小さくなࡗたこの小✵㛫で以ୖの

ᒎ開を⾜い，目的の値を᮲௳き確率としてồめ，

再度そこから体でのᖹᆒなの確率特性を再構

⠏することが考えられる．数値計算の効率と解析

対象の⮬⏤度数から考えても，あくまでも確率変

ືを小さくᢚえ㎸ࡴしかないのではとᛮわれる． 
 

㸲．ࡲとめとᚋのㄢ㢟 

 
微小変形理論の範囲で⾜ࡗてきた非線形スペ

クトル確率有限要素法の構⠏を，有限変形理論に

まで拡張する際の定式化について検討した．また，

その構⠏に際しての下地となる，確率を導入して

いない通常の有限変形弾塑性有限要素法に関する

プログラムコードを構⠏し，�ḟඖ��ḟඖの分岐

解析を⾜ࡗた．ᚋのㄢ㢟としては，有限変形弾

塑性スペクトル確率有限要素法のプログラムコー

ドを構⠏し，䠏䠊䠏⠇におࡅる理論の㐺用範囲をㄪ

べてࡺく．確率を導入することのⅬは，構造・

形状や材料特性の不確からしさをྲྀり㎸めること

であるが，もう１つูに分岐現象の࣑ࣞࣗࢩーࢩ
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ࣙンというほⅬからのⅬがある．それは，㝖Ⲵ

と㍕Ⲵが場ᡤࡈとに␗なࡗて⏕ࡌることが分岐を

㉳こすཎᅉであることから，材料特性なのࡤら

つきを考៖することで，㝖Ⲵと㍕Ⲵが確率的に変

ືしながら㉳こることになるため，⧞㏉し計算に

おࡅる数値ㄗᕪによࡗて᭱も不Ᏻ定な解に฿㐩す

ることがᮇᚅされるというⅬである．このⅬを㋃

まえᩒえて⣔の分岐解析 4), 5) , 6) , 7)を⾜ࡗたḟ

➨であり，ᚋ，確率有限要素法を通してㄪべて
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