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Plane strain elasto-plastic instability analysis 
based on Total Lagrangian formulation 

Hidenori NAKAGAWA 

      This paper describes instability analyses of plane strain finite deformation elasto-plastic problems in the 

frame of total Lagrangian(i.e. TL) formulation. In spite of instability analyses of plane strain finite deformation 

elasto-plastic problems are well known, the reasons why the author covers these problems in this paper are as 

follows. The author studies applications of spectral stochastic finite element method (i.e. SSFEM) to finite 

deformation elasto-plastic problems. In this field, Acharjee and Zabaras presented in 2006 a paper concerned with 

applications of SSFEM to the finite deformation elasto-plastic problems, where they treated stable analyses in a 

frame of TL formulation. On the other hand, the author has constructed nonlinear SSFEM in a framework of 

updated Lagrangian(i.e. UL) formulation. Both of these are theoretically equivalent, but numerical analysis produces 

differences as a matter of course. In order to compare them, unstable analysis was carried out as an earlier study in 

the frame of ordinary nonlinear Finite Element formulation not including probability. 
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1．はじめに

平面ひずみ状態における有限変形弾塑性問題に

ついて，total Lagrange 形式の枠組みで解析コード

の作成とそれに基づく不安定解析を行ったので，

その詳細を本紙面に記す．古く既に知られた内容

の研究であるため，この期に及んで一体何をして

いるのだとのそしりを受けかねないが，以下の理

由による．(1)著者は有限変形弾塑性問題へのスペ

クトル確率有限要素法(以下 SSFEM と記す)の適

用に関する研究 1), 2), 3)を行っており，そこでの必要

性から先ずは確率を導入していない通常の非線形

有限要素解析コードの作成とそれに基づく不安定

解析を行った次第である．Acharjee,Zabaras の両氏

により，世界に先駆けて有限変形弾塑性問題への 

のSSFEMの適用に関する論文4) が発表されて久

しいが，そこでは total Lagrange 形式の枠組みで

安定領域での解析が行われている．一方，著者は

これまで updated Lagrange 形式の枠組みで

SSFEM の解析を行ってきている．理論上両者は

等価であるが，数値解析としては当然ながら差が

生じるため，両者の比較のために total Lagrange
形式の枠組みでのSSFEMコードを構築する必要

が生じた．その先行研究として，本紙面に記す確

率を導入していない通常の非線形有限要素解析を
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行った次第である．(2)(1)に記した解析を行うた

めに参考にした文献 5),6),7),8)では，updated Lagra- 
nge 形式の枠組みで不安定解析が行われている．

そのため，安定領域だけでもよいので total 
Lagrange 形式の枠組みで有限要素解析を行って

いる文献はないものかと探したが，理論を記した

書籍 9),10)以外には目当てとする資料は現時点では

そう多く 11) は見つからなかった．ましてや，total 
Lagrange 形式の枠組みで，不安定領域での有限

要素解析を行った結果について記された文献は見

当たらなかった．そのために，その詳細を記すこ

とに少しは意義があるのではないかと思い紀要に

記すに至った次第である． 

以下，2 章では有限要素定式化とプログラムコ

ードを構築する際に必要となるアルゴリズムを述

べる．続いて3章では，不安定領域を経て枝分か

れした主経路および分岐経路に関する数値解析の

結果について詳細を述べ，最後に4章においてま

とめとする． 

２．塑性不安定現象とその解析 

２．１ 境界値問題の設定 

図1に示すように，連続体が時刻 0t において

占める体積を基準配置V ，時刻t において占める

体積を現在配置vで表す．また，基準配置V にお

いて位置 VX にあった物質点が運動し空間位

置 vx となる関係を次の関数で表すことにする． 
( , ) ( , 0 )V    t tx X X

ここで，関数は連続微分可能であって，またX

とxの対応については det[ ] 0 X
とする．

現在配置v において静的可容応力場 ( )t x が満た

す式を次に示す．ここに，t はCauchy 応力であ

り，左肩記号は現時刻を表し，左下記号がない場

合には，現時刻と参照時刻が同じであることを意

味する．
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２．２ 有限要素定式化 

上記の静的可容応力場 ( )x のつり合い式に，一

階までの導関数が ( 2)p  乗 Lebesgue 可積分で

ある任意の変位関数 ( )u x を乗じ領域v での積分

をとることで次の弱形式を得る．但し，変位境界
uv において ( ) ( )u vu x u x を満たすものと

する．
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( ) : 0 (2)
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である．

ここで，時刻t 毎に汎関数 ( )W u は変位関数 ( )u x

が含まれるSobolev空間上の強圧的連続な双一次

形式となっている．そのため，第一変分

( ) 0W u を満たす解 ( )exactu x を求めればよい． 
第一変分はGauss の発散定理を用いて次となる． 

ext( ) : (3)W d F  


   
t

t t

v
v u

ext( )F d d


   
 

 


    但し，

t t

t t

v v
s vt u g u

ここで， ( ) 0W u はuについて非線形となるた

め，通常は Newton-Raphson 法などの反復解法

を用いることになる．以下，下添え字のk は反復

回数を表している．

( ) ( )[ ] 0

( )[ ] ( ) (4)

W D W

D W W

 
 

 
   

k k

k k

u u u

u u u

ここで，Gateaux 微分 ( )[ ]D W u u  を計算する

ことは煩雑なので，通常は次の方法を用いる．

( ) ( )
(5)

d W d W

dt d

 
  u u

u
u

( , )x X t
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time 0
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time  t
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図１ 基準配置V と現在配置v  (概念図)
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すなわち，t で微分して uについてまとめること 
でu方向への微分を得ることにする．式(4)は 

  ext

( )
( )[ ]

(6)

: ( )

d W
D W

dt

d F



 





  


    
t

t t

v

t

v t t 

u
u u

 

となる．ここに， はラベルXを固定してt に

ついての導関数(物質時間導関数)を表す．ここで， 

ext( )F t t はuの変化が関係してくるため厳密

にはゼロではないが，ここでは準静的な仮定の下

での外力項としての全体の時間変化は小さいため

考慮しない 9)．したがって，式(4)は次のようにま

とまる．

  ext: : (7)d F d  


    
t

t t t

v v
v t v   

以下，式(7)の左辺の展開にあてる．しかしなが

ら，現配置 ( , ) tx X について物質時間微分をと

ることは煩雑なため，共役な仕事を成すように変

形前の基準配置に pull-back し，そこでXを固定

してt について微分をとる． 

0 0: : (8)d dV   t t t

v V
v  S E

ここに S は第２ Piola-Kirchhoff 応力， E は

Green-Lagrange ひずみをそれぞれ表し，左肩記号 
は現時刻，左下記号は参照時刻をそれぞれ表すも

のとする 9)．変形勾配テンソルF，および体積変

化率 detJ Fを用いて，第２Piola-Kirchhoff 応力

Sは以下のように定義される． 
 

0

1
(9)T

J
   t t F S F

また，Sと共役なひずみであるGreen-Lagrange ひ
ずみEおよびその変分Eは以下のように定義

される．

0
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ここで
0 0: dV t t

V
S E の時間微分をとると，

0 0 0 0

0 0 0 0

: : ( )
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以上より，式(7)は最終的に次のようになる． 

 0 0 0 0

ext 0 0

: : ( )
(11)

:

NL dV

F dV

 

 

  

 








t t t t

V

t t t

V

tS E S E

S E

上記をtotal Lagrange法における接線剛性方程式と

いう 9)．また，正確には式(11)の左辺および右辺

の第２項は，時刻t ではなくイタレーションをk
回行った時点での時刻である．ここでは，より複

雑化しないためにも式(11)で表している． 

２．３ 弾塑性構成則 

文献 5), 6), 7), 9)に従い弾塑性構成則としては， 2J 流

れ則を採用した．客観応力速度は，相対Kirchhoff

応力の Jaumann 速度 (J)ˆ


Ttt を用いる．これによ

り，対称な接線剛性マトリクスを得ることができ

るからである． Dはひずみ速度(ストレッチング

テンソル) を表すものとすると， 2J 流れ則は以下

のように示される． 
(J)ˆ : (12)ep


t t
t tT C D  

ここに， epCtt を指標表記すると次のようである． 

2

2

1 2
(13)

3
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(Prandtl-Reuss の関連流れ則)

von Mises の降伏関数： 2 21
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ここに，Eはヤング率， はポアソン比をそれぞ

れ表すとして， /{2(1 )}G E   である．また， 

 は相当応力，  は偏差応力，
p は相当塑性ひ

ずみ， y は降伏応力をそれぞれ表している． 

ここで，相対 Kirchhoff 応力の Jaumann 速度 

(J)ˆ


t
tT と Truesdell の応力速度 t

tS の関係は次式で

表せる 5), 6), 7), 9)． 

(J)ˆ (15)    


 t t t t
t t  T S D D

したがって，

:

{( ) }

1
( )

2

(16)

ep

ep
ijkl ki lj ik lj i j k l

ep
ijkl ki lj lj ik li jk kj il

i j k l

   

       

  

  

    

   

 
     

 








t t t t
t t

t t t
t

t t t t t
t

C

C

 S C D D D

D

D

e e e e

e e e e

が成り立つが，式(16) と :t t
t tS C Dの関係より 

1
( )

2
ep

ijkl ijkl ki lj lj ik li jk kj il           t t t t t t
t tC C  

と表せる．ここで，0
tS と t

tS および 0
tEと t

tEの間

には，次の関係が成立する．

0 0 0

1
(18)T

J
    t t t t

tS F S F  

0 0 0 (19)T    t t t t
tE F E F  

ここで，式を :t t
t tS C Dに適用すると， 

1 1
0 0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0 0
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t t t t t t t
t

t t t t t t
tC

S F C F E F F

F F F F Ee e e e

を得る．これを0 0 0: t t tS C Eと比べることにより， 
1 1

0 0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0

{ : ( )}

(20)

T T

ijkl i j k l

p q sr
ijkl p q r s

i j k l
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t

t t t t t
t

t
tt t t t

C

C
x x x x

C F C F E F F

F F F Fe e e e

e e e e

が導かれるが，さらに式(20)に式(17)を代入して， 
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2

p q epsr
pqrs ijkl

i j k l

ki lj lj ik li jk kj il

X X XX
J

       

  
     


   



t t
tt t t t

t t t t

C C
x x x x  

を得る．total Lagrange 形式の枠組みで構築した

場合には，構成則にこの変換が加わることになり， 
今回の数値解析では，この変換を解析コードに加

えている．

著者が updated Lagrange 形式の枠組みで

SSFEM の解析を構築 1), 2), 3)している理由は，元々

の構成則が現配置を基準に構築されたものであり，

total Lagrange形式の枠組みで構築した場合に生

じる式(21)の変換を避けるためである．何故なら，

SSFEM では，J , x , ep
ijkl

t
tC , 

ij が全て確率変数

となるため，式(21)の変換を通すことによる煩雑

さと数値解析の精度低下が危惧されるからである． 

data input and initialization

update displacement &coordinate

stress integration

check unloading points

output converged results

set step size of arclength
reset converged problem variables

solve arc-length equation

iteration converged ?

change load & unloading
assumption

change tangential
stiffness matrices

assemble tangential stiffness matrices
and solve linear system

find the displacement increment from
convergence values of the previous step

compute element
internal force vectors

compute residual
set convergence flag

compute new arc-length
for next increment

yes

no

unloading
loading

(17)

図２ scaled corrector 法の概念図

BP

IU
UⅡ

primary path

bifurcation path

図３ 弧長制御法を入れたNewton-Raphson 法

(21)

小山工業高等専門学校 
研究紀要第51号(2018)

10



２．４ 
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御法) 9), 12)
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ず荷重も未知

る方法である
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む．ここで，図

の予測子をそ

する．その関

I 


  
  

K U

K UⅡ

p

p

, (32) の解は

I +

+
S

S

C

C





 

U

UⅡ

p

p

分岐点に非常

( ) U Up p

立つことに注

2L
/3

L
/3

デル(左)と有

+1) (i+1)U p

式(26)に代入

(i+1)
E

  
U 

(i+1) を求め，
(i 1)U を求めれ

ては，その理論

ているため，
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い場合は， 

特に，以下

る．分岐点

その固有

主経路上お

I I, )U ,

において， 

こに，Up

L/3

B

E

割 (右) 
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は分岐点に非常に近い点において得た 0
Kt に対す 

る以下の解である． 

0 (36) KU t
p p  

ここで，式(32) から式 (31) を引くと， 

I+ (37)SC  U U Ⅱ

を得る．ここに， IC C C Ⅱ と置いた．また，
S

は以下の解である． 

0 ( 0) (38)S S    K t

式 (38)における 0  は平衡経路上の点を限り

なく分岐点に近づけていったときの極限を意味す

る．このとき残差を tRと表すと，  

0 d ( ) (39)E
   K U 0 R Rt t t  

が成り立っていることが分かる．ここで式(39) に

おける   0tR は，分岐点に非常に近い点(有限要 
素法では分岐点に到達する 1 つ前のインクリメン

トに相当する)において，弧長制御法の反復計算に

より平衡経路上の点に引き戻していったときの極

限を意味する．

このときに，ほとんどd EU // S なる関係が成り

立つことから，分岐点における
S の代わりとして

分岐点に非常に近い点で求めたd EU を用いるこ

とが出来るということが野口・久田によって示さ

負の固有値1個

この間，負の固有値2個

負の固有値2個目出現

主経路

分岐経路

負の固有値
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σ
/ 
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この間，負の
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分岐経路

σ
/ 
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0.0
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図５ 負の固有値の変化 ( 主経路 )

図６ 塑性ひずみ分布 ( 主経路 ) 
(左: / 0.108u L   , 右: / 0.201u L  )

図７ 負の固有値の変化 ( 分岐経路 )

図８ 塑性ひずみ分布 ( 分岐経路 ) 
(左: / 0.108u L   , 右: / 0.201u L  )
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れた 7), 9), 13)．d EU を正規化して
S の代用とする手 

法を scaled corrector 法という． 

２．５ プログラムのアルゴリズム 

本研究では，初期不正の導入により分岐経路で

の挙動を疑似評価する解析ではなく，完全系での

分岐解析を行っている．したがって，基本経路上

で分岐点の位置を求め，scaled corrector 法により分

岐経路方向への切替え操作を行うことで分岐モー

ドを求めることになる．また，荷重極大点および

それ以降の不安定解析を行うために，本解析では

反復計算ごとに超平面を更新する弧長制御法9) を

用いている．アルゴリズムを図３に示す． 

２．４節に記した scaled corrector 法であるが，

理論的には非常に納得がいくものの，いざプログ

ラムにコードとして載せようというときに著者は

困難を感じた．それは，弧長制御法を組込んだ

Newton-Raphson 法の繰り返し計算のアルゴリズ

ムにおいて，実際にどのように組込んだらよいか

についての詳細が記載されている文献がないため

であると気づいた．数値解析を行う上で試行錯誤

を繰り返し悩みながらも，その手順についてどう

にか掴むことができたのでその手順を記す．

(step1) 分岐点に到達する 1 つ前のインクリメン

トにおいて，修正子による最後のステップ

の段階で，式(39) におけるd EU を求め正規

化する．

(step2) 分岐点のインクリメントにおける予測子 

として，Upに step1 で求めたd EU を正

規化した 
S S  を加え式 (37) で表され

るUⅡを作り，修正子の反復計算に入る． 

このとき， 
S のスケーリングに当たる式(37) の

Cは文献により0.01 0.1 の間で適切に調節する．

ただ，本研究では後述する３．３節の数値解析に 
おいては 0.004C  と設定した．予測子UⅡによ

り分岐経路に近いていれば，Cについては若干の

差があっても後の修正子による反復計算の段階で

分岐方向の平衡経路上に乗ってゆく． 

３．数値解析 

３．１ 数値解析モデルの設定 

解析モデルを図４の左側に示す．解析モデルは， 

0.9[m]L   , 0.3[m]W  と設定した．解析モデ 
ルの両端面に一様な引張り分布荷重を増分として 
与えてゆく．対称性から，1/ 4部分(矩形OEBF ) 
のみの解析を行う．また，OEBFにおいて，点E  
および点B はx 軸方向に可動としている．図４の 
右側に有限要素分割を示す．有限要素には，x 軸

方向に 10 分割， z 軸方向に 26 分割の計 260 個の

アイソパラメトリック四辺形 1 次要素を用いた．

分岐経路に入った後に応力集中が予想される領域

を予め細かく分割している．また，今回の解析で

は Hughes によって発案 14) された b-bar 法による

選択的次数低減積分(SRI)を用いている．SRI を考

慮しないと解析モデルは次第に硬くなってゆき， 
分岐点が現れずに主経路のみしか追わない． 
２．３節に記した弾塑性構成則に用いたパラメ

ータは文献 5),6),7)を参考にして以下のようである．  
200 Gpa , / 1/ 500

0.0625 , 0.333

y yE E

n

 



  

 
 

３．２ 主経路の解析 

主経路を追った場合の平衡経路上に出現する

特異点の概念図を図５に示す．硬化型の構成則を

用いていながらも荷重極大点が存在し，そこでも

接線剛性マトリクスは負の固有値をもつ．接線剛 

性マトリクスの 分解により負の固有値の存

在を追ってゆくと，図５に示す荷重極大点におい

て 1 個目の負の固有値が出現する．そのまま平衡

経路を追ってゆくと，やがて 2 個目の負の固有値

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

荷重極大点

分岐点

主経路

分岐経路

σ
/ 
σ y

u / L

TLDL

図９ UL 形式とTL 形式の平衡経路の比較

(実線:UL 形式 , 破線: TL 形式)
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が出現する．この点が分岐点に対応している．正

確に述べれば，この点が分岐点に対応しているか

どうかを調べる必要があるが，その理論について

は古くから知られており現在は詳しい書籍12)も出

ているので詳細はそちらに譲ることにする．そし

て，2 個目の負の固有値が出現した後は，平衡経

路として主経路を追う限りにおいては，この間ず

っと接線剛性マトリクスの負の固有値の数は 2 個 

のままであった．但し，公称ひずみ /u Lが0.2
(20%)になった時点で計算を止めているため，こ

の間に限っての話である． 
図６の左側に公称ひずみ /u Lが0.108となっ

た時点(分岐点が出現した時点) および /u Lが

0.201となった時点における塑性ひずみzz 分布

を図６の右側に示す．このように，主経路上では

常に変形は一様となっている． 

３．３ 分岐経路の解析 

分岐経路を追った場合の平衡経路上に出現す

る特異点の概念図を図７に示す．負の固有値の存

在を追ってゆくと，３．２節の主経路の場合と同

様に図７に示す荷重極大点において 1 個目の負の

固有値が出現する．そのまま平衡経路を追ってゆ

くと，やがて 2 個目の負の固有値が出現する．こ

の点が分岐点であるが，この時点で２．４節に記

した Scaled -Corrector 法により主経路から分岐経

路への誘導を行っている．そして，分岐経路に入

った後は，接線剛性マトリクスの負の固有値の数

は 1 個となる．平衡経路として分岐経路を追う限

りにおいては，この間ずっと接線剛性マトリクス

の負の固有値の数は 1 個のままとなる．但し，公

称ひずみ /u Lが0.2 (20%)になった時点で計算を

止めているため，この間に限っての話である．

図８の左側に公称ひずみ /u Lが0.108となっ

た時点(分岐点が出現した時点) および /u Lが

0.201となった時点における塑性ひずみzz 分布

を図８の右側に示す．分岐経路へ枝分かれした時

点( / 0.108u L  )では，図８の左側に示すように主

経路上での塑性ひずみ分布との違いは現れていな

いが，分岐経路に入ると解析モデルの一部の領域

が除荷し始め，やがて塑性ひずみが一部の領域に

大きく集中し局所変形が生じる． /u Lが0.201と

なった時点における塑性ひずみzz 分布を見ると

その様子がはっきりと分かる． 

３．４ TL 形式と UL 形式による解析結果の比較 

著者はこれまでに有限変形弾塑性問題へのス

ペクトル確率有限要素法を構築する際の先行研究

として，確率を導入していない通常の非線形有限

要素解析コードの作成とそれに基づく不安定解析

をupdated Lagrange形式(UL形式)の枠組みで行

っている15)．本節では，今回行ったtotal Lagrange
形式(TL 形式)の枠組の解析結果と前回に行った 
UL形式の枠組での解析結果15)を比較するために，

図９に「公称応力 / y  と公称ひずみ /u L」の関

係を示す．但し，前回 15)とは用いた有限要素分割

が異なるため，今回の有限要素分割に合わせて改

めてUL 形式に基づく不安定解析を行っている． 
分岐経路について， /u Lが0.190 を過ぎた辺り

から僅かに UL 形式と TL 形式の解析結果に誤差

が生じているが，これは分岐経路に入ってしばら

くすると一部の領域の局所変形が進み，全体的な

塑性ひずみ分布のバランス(すなわち，応力分布の

バランス)が崩れてくることによる数値誤差の影

響が大きく関係していると思われる．もう一つの

要因としては，収束判定 
int ext extF F F    

において，UL 形式では閾値を 810  と設定して

いたが，TL 形式では閾値を 510  と設定して収

束計算を行っていたことも影響していると思われ

る．ただ，今回の主な目的は TL 形式でのプログ

ラムの作成とTL形式においてScaled -Corrector法
を用いての分岐解への誘導が出来るかの確認であ

り，また解析結果を得た後に分かったことでもあ

ったためこれ以上の再計算はしていない． 

４．まとめと今後の課題 

平面ひずみ状態における確率を導入していな

い通常の有限変形弾塑性問題について，total 
Lagrange 形式の枠組みで解析コードの作成とそ

れに基づく不安定解析を行った．特に，scaled 

corrector 法は論文 7), 13)に限らず現在は書籍 9) にも

なっているが，弧長制御法を組込んだNewton-Ra- 

phson 法の繰り返し計算のアルゴリズムにおいて，

どのように組込んだらよいかについての詳細な説

明は少ないと感じている．そのため，その手順に

ついても記した．また，以前に行った updated 
Lagrange 形式の枠組みで新たな有限要素分割で

行った不安定解析の結果と比較し，良好な一致を

得ることができた．

次の段階として確率を導入し， updated 
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Lagrange 形式での扱いに限らず，total Lagrange
形式の枠組みでのスペクトル確率有限要素法の構

築を考えている．また，有限変形弾塑性問題への

スペクトル確率有限要素法の開発を行い，材料物

性が確率的に変動する中での不安定解析について

も検討してゆこうと考えている．
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